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ZENTRALBLATT FÜR MATHEMATIK 


20. Band, Heft 5 24. Juni 1939 8. 193—240 


Grundlagenfragen, Philosophie, Logik. 


@ Hilbert, D., und P. Bernays: Grundlagen der Mathematik. Bd. 2. (Die Grund- 
lehren d. math. Wiss. in Einzeldarstell. mit besonderer Berücksichtigung d. Anwendungs- 
geb. Bd. 50.) Berlin: Julius Springer 1939. XII, 498 S. RM. 42.—. 

In diesem 2. Band wird die umfassende Darstellung der von Hilbert begründeten 
Beweistheorie zu einem dem jetzigen Stande der Forschung entsprechenden Abschluß 
gebracht. (Vgl. die Besprechung des 1. Bandes, dies. Zbl. 9, 145.) Das Werk ist wieder 
von Bernays abgefaßt worden. Es enthält eine Fülle von einzelnen, vielfach erst- 
malig veröffentlichten Ergebnissen, durch welche sich als Leitfaden die verschiedenen 
Ansätze zu Widerspruchsfreiheitsbeweisen im Bereich der reinen Zahlentheorie hin- 
durchziehen. Inhalt im einzelnen: $1—3 handeln von dem &-Symbol und dessen 
Anwendungen in der Beweistheorie. — $ 1. Einführung des e-Symbols, Ersetzbarkeit 
der All- und Seinszeichen sowie des ı-Symbols durch jenes. Beweis des „ersten e-Theo- 
rems“, welches aussagt: Wenn mit Hilfe der Prädikatenlogik, einschließlich e, aus 
irgendwelchen Axiomen (ohne Formelvariable) eine Folgerung abgeleitet werden kann, 
wobei Axiome und Folgerung keine gebundenen Variablen (also auch kein e) enthalten, 
so können die gebundenen Variablen aus der ganzen Herleitung eliminiert werden. 
Anwendung für Widerspruchsfreiheitsbeweise: Aus Axiomen der genannten Art kann 
mit Hilfe der Prädikatenlogik dann kein Widerspruch abgeleitet werden, wenn die 
Axiome ‚‚verifizierbar‘‘ sind, d.h. „richtig“ in dem elementaren Sinne der Ausrech- 
nung von Wahrheitswerten. Als Beispiel werden gewisse Axiomensysteme der Geo- 
metrie behandelt; die Wahrheitswerte hierfür werden durch arithmetische Modelle 
der üblichen Art geliefert. — $ 2. Desgleichen wird die Widerspruchsfreiheit der Zahlen- 
theorie, unter Beschränkung der ‚vollständigen Induktion“ auf elementare Anwen- 
dungen, gefolgert. Dann wird das erste e-Theorem ausgedehnt auf den Fall, daß zu 
den Axiomen das allgemeine Gleichheitsaxiom a =b— (A(a) > 4(5)) hinzukommt. 
Es folgt eine Darstellung des ursprünglichen Hilbertschen Ansatzes (in der von Acker- 
mann gegebenen Ausgestaltung), die Widerspruchsfreiheit der Zahlentheorie, aus- 
gehend von deren Darstellung mittels des e-Symbols, zu beweisen. Das Ergebnis er- 
weist sich als nicht wesentlich stärker als das aus dem ersten e-Theorem gewonnene. — 
$ 3. Es folgt ein „zweites e-Theorem‘‘, welches aussagt: Wenn mit Hilfe der Prädikaten- 
logik, einschließlich &, aus irgendwelchen Axiomen (ohne Formelvariable) eine Folge- 
rung abgeleitet werden kann, wobei Axiome und Folgerung kein & enthalten, so können 
die e-Zeichen aus der ganzen Herleitung eliminiert werden. Der Beweis gründet sich 
auf das erste e-Theorem. Er liefert zugleich eine Normalform für prädikatenlogische 
Herleitungen, die im wesentlichen auf Herbrand (dessen ‚„Fundamentaltheorem‘“) 
zurückgeht. — Es folgen die Beweise des Löwenheimschen Satzes (Erfüllbarkeit im 
abzählbaren Bereich) und des Gödelschen Vollständigkeitssatzes für die Prädikaten- 
logik sowie ein Ausblick auf das „Entscheidungsproblem“. — $ 4. Ausführliche Durch- 
führung einer Arithmetisierung der Metamathematik. Anwendung derselben zum Be- 
weis eines gewissen finiten Gegenstücks des Gödelschen Vollständigkeitssatzes. — 
85 behandelt zunächst „Grenzen der Darstellbarkeit und der Ableitbarkeit in de- 
duktiven Formalismen‘: Die Unmöglichkeit, innerhalb eines Systems selbst einen 
sachgemäßen Wahrheitsbegriff für dieses zu definieren (Tarski) sowie dessen Wider- 
spruchsfreiheit zu beweisen (Gödel), und weitere Unvollständigkeitssätze werden, unter 
weitgehender Einschränkung der jeweils über das System zu machenden Voraus- 
setzungen, bewiesen. Es wird ausführlich gezeigt, daß insbesondere das System der 
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reinen Zahlentheorie die Voraussetzungen erfüllt (ein voll ausgeführter Beweis des 
genannten Gödelschen Satzes lag bisher noch nicht vor), und eine ‚„‚Wahrheitsdefinition“ 
für dieses angegeben, die durch Verwendung eines nichtfiniten rekursiven Definitions- 
schemas den Rahmen des Systems überschreitet und auch einen nichtfiniten, formalen 
Widerspruchsfreiheitsbeweis für dieses ermöglicht. Es folgen Betrachtungen über die 
Formalisierbarkeit der Schlußweisen der Beweistheorie und über die Frage, wieweit 
diese als ‚‚finit‘‘ gelten können. In diesem Zusammenhang wird der Gödelsche Beweis 
der Eliminierbarkeit des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten aus zahlentheoretischen 
Herleitungen, mit Umdeutung der v- und Seinszeichen, vorgeführt und dann der Wider- 
spruchsfreiheitsbeweis von Gentzen besprochen, insbesondere die darin benutzte spe- 
zielle transfinite Induktion. Es wird gezeigt, daß ein formalisierter Beweis für diese 
nur eine geringe Überschreitung der Beweismittel der reinen Zahlentheorie enthält. — 
Als Anhang sind noch vier ‚Supplemente‘ angefügt; sie enthalten: I. Eine Zusammen- 
stellung der Grundbegriffe der Prädikatenlogik und einfacher Sätze über diese. II. Be- 
griff der berechenbaren Funktion; Satz von Church über die Unmöglichkeit einer 
allgemeinen Lösung des Entscheidungsproblems. III. Die Vollständigkeit von Formu- 
lierungen von Teilbereichen der Aussagenlogik. IV. Formalismen für die Analysis; 
Entwicklung der Theorie der reellen Zahlen sowie der Zahlen der II. Zahlklasse. 
Gerhard Gentzen (Göttingen). 

Rosser, Barkley: On the eonsisteney of Quine’s new foundations for mathematical 
logie. J. Symbolic Logic 4, 15—24 (1939). 

Quine machte den Ansatz (dies. Zbl. 16, 193), die Vieldeutigkeit wesentlicher 
Begriffe in der (einfachen) Typentheorie dadurch zu beheben, daß er die Typenunter- 
scheidung aufhob, jedoch die Komprehension (= abstraction) nur auf solche Formeln 
anzuwenden gestattete, die sich mit Typenindizes entsprechend den Forderungen der 
Typentheorie versehen lassen. Es lag nahe zu befürchten, daß dieses System wider- 
spruchsvoll sei. Verf. prüft diese Frage. Das System von Quine wird zur bequemeren 
Handhabung durch den Grundbegriff ! (derjenige, welcher) ergänzt, der als an und 
für sich eliminierbar erwiesen wird. Ferner wird für alle Grundzeichen und damit 
überhaupt alle Formeln und Terme eine Schreibweise angegeben, die nur die Ziffern 0 
und 1 benutzt; dadurch ist jeder Formel ohne weiteres eine natürliche Zahl (in Dual- 
darstellung) zugeordnet (für Arithmetisierung bequem). Es wird weiter gezeigt, wie 
innerhalb des Systems die natürlichen Zahlen, Summe und Produkt von solchen sowie 
beliebige rekursive Funktionen zu erhalten sind. Schließlich wird noch eine Schluß- 
regel einer vom Verf. früher behandelten Art (dies. Zbl. 17, 242) hinzugefügt, die 
eine gewisse Abrundung des Systems ermöglicht, ohne etwa, inhaltlich betrachtet, 
unrichtige Folgerungen neu hineinbringen zu können. — Verf. teilt dann mit, daß 
alle Versuche, mittels der bekannten Methoden aus dem Gesamtsystem einen Wider- 
spruch abzuleiten — insbesondere auch nach dem von Kleene und Rosser auf andere 
Systeme mit Erfolg angewandten Verfahren (dies. Zbl. 12, 146) — keinen Erfolg 
hatten. Gerhard, Gentzen (Göttingen). 

Bochvar, D. A.: On a three-valued logieal caleulus and its applieation to the 
analysis of eontradietions. Rec. math. Moscou, N.s. 4, 287—308 (1938) [Russisch]. 

In the present paper & three-valued logical calculus is investigated in which sense- 
lessness is introduced as the third possible truth-value of an outsaying (an outsaying 
is said to be proposition, if it is true or false; an outsaying which is neither true nor 
false is said to be senseless) and which allows an exact analysis of the contradictions 
of the classical mathematical logie. This analysis proceeds in the form of a formal proof 
and results in each investigated case in a formula stating that a quite definite expression 
introduced by the classical logie in the corresponding case is meaningless. Auszug. 

Huntington, E. V.: Note on a recent set of postulates for the ealeulus of propositions. 
J. Symbolic Logie 4, 10—14 (1939). 

Verf. modifiziert sein System (vgl. dies. Zbl. 14, 97; 17, 145) der Aussagenlogik, 
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in welchem die Implikation in der gegenüber der klassischen Logik beschränkten Be- 
‚deutung der Lewisschen „striet implication‘ auftritt, durch vereinfachte Definition 
dieser Implikation [nämlich (“ Sb) =(axb=a) statt (a Sb)= (axb’ =cxc')], 
verbunden mit Abänderung eines der Axiome. Einige Schlußbemerkungen gelten dem 
Verhältnis zwischen der strict implication und der klassischen Implikation, wobei 
betont wird, daß die Entscheidung zwischen beiden Auffassungen eine Frage des 
Sprachgebrauchs ist. Gerhard Gentzen (Göttingen). 

Kalmär, Läszlö: On the reduction of the deeision problem. I. Ackermann prefix, a 
single binary predieate. J. Symbolic Logic 4, 1—9 (1939). 

Nach Ackermann (dies. Zbl. 13, 241) kann man sich bei der Frage der 
Erfüllbarkeit in der Prädikatenlogik auf Formeln mit einem Präfix der Gestalt 
(Ex,)(2)(E X) (24)... (&m) beschränken. Kalmär bewies (dies. Zbl. 15, 338) die 
Zurückführbarkeit auf Formeln, die nur eine einzige, zweistellige, Prädikatvariable 
enthalten, jedoch mit komplizierterem Präfix. In der vorliegenden Arbeit wird durch 
Kombination und Verschärfung beider Methoden das stärkere Ergebnis gewonnen, 
daß man die Zurückführung auf Formeln, die zugleich das Ackermannsche Präfix 
besitzen und nur eine, zweistellige, Prädikatvariable enthalten, erreichen kann. 

Gerhard Gentzen (Göttingen). 

@ Greenwood, Thomas: Les fondements de la logique symbolique. (Coll. Aetualitös 
seient. et industr. Nr. 588.) Paris: Hermann & Cie. 1938. 70 pag. 

Birkhoff, George D.: Intuition, reason and faith in seienee. Science, New York 
88, 601—609 (1938). 

Azevedo do Amaral, Ignacio M.: Correlativitö et suecessivit6. Ann. Acad. Brasil. 
Sci. 10, 339—369 (1938). 

Im Anschluß an philosophische Betrachtungen über den Begriff der Ordnung 
werden einfache mathematische Überlegungen über die Iteration von Funktionen und 
Operatoren angestellt. Gerhard Gentzen (Göttingen). 

@ Mally, Ernst: Wahrscheinlichkeit und Gesetz. Ein Beitrag zur wahrscheinlieh- 
keitstheoretischen Begründung der Naturwissenschaft. Berlin: Walter de Gruyter & Co. 
1938. 72 8. RM. 3.80. 

Der Wahrscheinlichkeitsbegriff ist nach Verf. wohl in Zusammenhang mit der 
Häufigkeit zu definieren, aber dessen rohe Häufigkeitsdeutung (bzw. Häufigkeits- 
limesdeutung) wird an Hand von mehreren Einwendungen für sinnlos erklärt. Die 
„Wahrscheinlichkeit von &z, wenn ßx“, ist der Wert p, für welchen die „höchstwahr- 
scheinliche“ Häufigkeit der «-Fälle unter n (n beliebig) f-Fällen immer zwischen 


?-+ = liegt; „höchstwahrscheinlich“ soll hier als undefinierbarer Grundbegriff 


vorausgesetzt werden (er wird durch einige „Grundannahmen‘“ gekennzeichnet). 
Mehrere naturphilosophische Grundfragen werden aus dem. von dieser Definition her- 
rührenden Standpunkte behandelt und beantwortet. Bruno de Finett:. 


Geschichtliches. 


Vogel, Kurt: Vor- und frühgeschichtliche Mathematik. Forsch. u. Fortschr. 15, 
95—97 (1939). 

Die Tatsache, daß bereits um —2000 die ägyptische und babylonische Mathe- 
matik eine für das tägliche Leben ausreichende Verwendungsmöglichkeit besaß, weist 
auf eine lang dauernde Vorentwicklungszeit. Vogel stellt die ältesten uns bekannten 
Belege für die Entwicklungsperiode zusammen, nicht nur die uns wirklich erhaltenen 
Urkunden, sondern auch die in der Sprache aus langer Vorzeit überlieferten, so in 
der Zählung, und — besonders für die Geometrie der Vorgeschichte — in der Keramik 
mit ihren so mannigfaltigen Zierlinien und Ornamenten an Gebrauchs- und Schmuck- 
gegenständen. Aus dem ersten Auftreten eines Motivs, seiner Verbreitung und Ab- 
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wandlung, seinem Verschwinden lassen sich wichtige Schlüsse ziehen auf geschichtliche 
Vorgänge im Leben der fabrizierenden und handelnden Völker. Tropfke (Berlin). 

Bortoloiti, Ettore: L’infinito ed il limite nella matematiea antiea? Boll. Un. Mat. 
Ital., II.s. 1, 47—60 (1939). 

Im Verlauf der letzten Jahrzehnte haben nicht nur Fernerstehende, sondern so- 
gar Fachleute wie P.Tannery und H.G. Zeuthen auf Grund ihrer bestechenden 
Wiederherstellungsversuche die Ansicht vertreten, die Griechen seien zwar nicht in 
der Form, wohl aber im wesentlichen zu einer wirklichen Einsicht in die modernen 
infinitesimalen Gedankengänge vorgedrungen. Demgegenüber mahnt Verf. mit Recht 
zu äußerster Vorsicht. Aus kurzer Durchmusterung der in Frage stehenden Originale 
(Zenons Paradoxa, Euklids Bestimmung des Pyramideninhalts und Vergleichung der 
Kreisflächen, Archimeds Quadraturen und Kubaturen) entnimmt er die unwiderlegliche 
Tatsache, daß sich aus dem bisherigen Material weder die Summierung einer un- 
endlichen Reihe noch der Übergang vom Endlichen zum Unendlichen noch auch der 
Vorstoß zum Grenzbegriff nachweisen läßt. Das griechische Denken war endlichkeits- 
gebunden und nahm daher das Infinitesimale nicht auf, sondern umging es durch 


seine indirekten Schlüsse. Hofmann (Nördlingen). 
Conte, Luigi: Dalla „sezione del cono“ di Sereno. II. Period. Mat., IV. s.19, 16—35 
(1938). 


Verf. hat früher (s. dies. Zbl. 19, 99) nach der Abhandlung des Serenos Jleoi 
xwvov touns die geraden Kreiskegel studiert, unter denen, was die Achsenschnitte 
anlangt, die spitzwinkeligen eine besondere Rolle spielen. Dies ist aber nicht mehr der 
Fall bei den schiefen Kegeln, die diesmal — wieder nach Serenos — einer eingehenden 
Betrachtung besonders bezüglich der Größenverhältnisse der Achsenschnitte und der 
zugehörigen Mantellinien unterzogen werden. Es folgt eine Übersetzung der Sätze 
XV—XXX bei Serenos, wobei Verf. auch die Parallelstellen bei Euklid und Pappos 
heranzieht. Die beigegebenen Figuren entsprechen denen der Heibergschen Ausgabe 
(Leipzig 1896); gegen eine Verwendung der anschaulicheren perspektivisch gezeichneten 
Figuren, wie sie z.B. Ver Eecke in seiner Serenosübersetzung (Brügge 1929) zeigt 
(vgl. z. B. die Figur zu Satz XV) hätten keine Bedenken bestanden, zumal sich ja auch 
die moderne mathematische Formelsprache von der Fassung des Originals entfernt. 

Vogel (München). 

Mieli, Aldo: Il trieentenario dei „‚Discorsi e dimostrazioni matematiche“ di Galileo 
Galilei. Archeion 21, 193—297 (1938). 

Verf. hat diese erweiterte Fassung des (französischen) Textes seines Festvortrages 
in Leiden durch ausführliche und wertvolle Anmerkungen (in italienischer Sprache) 
bereichert. Diese enthalten neben den Belegstellen zum Text Ergänzungen und weitere 
Ausführungen. Der Darstellung der Schicksale der ‚„‚Discorsi e dimostrazioni‘ bis zum 
endlichen Erscheinen folgt eine ausführliche Darstellung und Würdigung ihres Inhalts 
und die Entstehungsgeschichte. Stark polemischen Charakter tragen die Erörterungen 
über Vorläufer Galileis. Durch die Anmerkungen erhebt sich die Abhandlung über 
eine anziehende Gelegenheitsschrift. Insbesondere wird sie jedem Leser der „Discorsi‘“ 
zu einer wertvollen Hilfe für das Verständnis und die richtige historische Einschätzung 
dieser bedeutendsten Leistung Galileis werden. Ein Fehlgriff ist die Bezeichnung des 
Kopernikus als „astronomo polacco“. Krafft (Marburg, Lahn). 

Cavallaro, Vincenzo G.: La dimostrazione di Huygens del teorema pitagorico con- 
formemente generalizzata sur un triangolo qualunque. Period. Mat., IV. s. 19, 45—49 
(1939). 

Zuerst wird trigonometrisch der für jedes Dreieck gültige Satz c?= bm 
tan (m=c:c0s&; n=c:cosß) abgeleitet, der für x + 8 = 90° in den pytha- 
goreischen Lehrsatz übergeht, also vom Verf. mit Recht als dessen natürlichste Ver- 
allgemeinerung bezeichnet wird. Dann wird der genannte Satz, den man aus dem Satz. 
des Pappos herleiten könnte, auf eine neue und elegante Weise geometrisch bewiesen. 
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Wird dieser Beweis auf den Sonderfall des rechtwinkligen Dreiecks angewandt, so 
erhält man den Huygensschen Beweis des Theorems [vgl. G. Loria, Storia della Mate- 
matica 2, 442 (1931)]. Schließlich wird aus dem genannten Satz auch der „allgemeine“ 
pythagoreische Lehrsatz (Kosinussatz) abgeleitet. Vogel (München). 

Loria, Gino: Contributi dati dall’Italia alle matematiche pure, dai tempi piü remoti 
ai giorni nostri. Mathematica, Cluj 14, 155—179 (1938). 

Auf engsten Raum beschränkt, kann Verf. nicht mehr geben als eine knappe 
Skizze mit Andeutung der großen Zusammenhänge, aber ohne jede Einzelheit. Er 
stellt Pythagoras, Archytas und Archimedes als Italiker griechischen Ursprungs 
an die Spitze, setzt aber (die eigentlichen Römer, ja sogar Bo&tius übergehend) 
erst mit Leonardo von Pisa fort und behandelt von nun ab nur mehr Angehörige 
der einzelnen italienischen Stämme. Ihnen zählt er mit Recht auch den zu Turin 
geborenen Piemontesen Lagrange zu, dessen italienische Abstammung er in einer 
eigenen Note noch besonders hervorhebt. Hofmann (Nördlingen). 


Waerden, B. L. van der: Otto Hölder. Naehruf, gesprochen in der öffentlichen 
Sitzung vom 25. Juni 1938. Ber. Verh. sächs. Akad. Leipzig 90, 97—102 (1938). 

Colacevich, Attilio: William Wallace Campbell. Mem. Soc. astron. Ital., N. s. 11, 
315—319 (1938). 

Richmond, H. W.: Frank Morley. J. London Math. Soc. 14, 73—78 (1939). 

Nachruf und Schriftenverzeichnis. 


Algebra und Zahlentheorie. 
‚Allgemeines: 

@ Grave, D. A.: Traktat der algebraischen Analyse. Bd. 1. Anfang der Wissen- 
schaft. Kiev: Verl. d. Akad. d. Wiss. d. Ukraine 1938. 208 8. [Russisch.] 

Ce livre est le premier volume d’une serie consacree & l’analyse algebrique et presente 
une introduction dans l’algebre superieure. Voilä le resume du contenu: 1. Definition 
des nombres, l’algorithme d’Euclide et la theorie de Dedekind pour les nombres 
irrationnels. 2. Definition de la limite et le theor&me de Cauchy. 3. Nombres com- 
plexes et les quaternions. 4. Proprietes fondamentales des ensembles. 5. Resolution 
algebrique des equations de troisieme et quatri&me degre. 6. Theorie des groupes finis. 
7. Determinants et matrices. 8. Derivees. 9. Elimination, fonctions symetriques, 
theor&me de Be&zout, discriminant. 10. Impossibilit€ de resolution algebrique des 
€quation de degre superieure & quatre. 11. Racines multiples. 12. Separation des racines 
reelles; les theor&mes de Rolle, Descartes, Budan-Fourier, Sturm, Markoff. 
13. Calculs des racines des equations numeriques; les methodes de Newton, Ber- 
noulli-Graeffe, Lagrange, Regula-falsi, &quation trinöme. 14. Theoreme de 
Liouville pour l’existenee des nombres transcendants. 15. Theorie de Galois. 
16. Equations d’Abel et binömes. Obrechkoff (Sofia). 

@ Grave, D. 0.: Traktat der Algebraischen Analyse. Bd. 2: Historischer Teil. 
Kiev: Verl. d. Akad. d. Wiss. d. Ukraine 1938. 399 8. [Russisch]. 

Ce volume presente la suite du premier du möme auteur. Il est consacre principale- 
ment & la theorie des nombres. Les r&sultats modernes sont seulement Enonces. Voilä 
le contenu: 1. Arithmetique; algorithme d’Euclide, partio numerorum, probl&mes 
de Waring, Goldbach-Euler. 2. Analyse diophantique; trois questions d’Euler, 
theor&mes de Fermat, de Jacobi pour les fonctions periodiques et le principe de 
Dirichlet. 3. Groupes des polyedres. 4. Fonctions num£riques. 5. Theorie des con- 
gruences. 6. Fonctions algebriques; les theor&mesd’Eisenstein,d’Abel, Tehebycheft 
7. Theorie el&ementaire des nombres algebriques; les corps R(f) de Gauss, R(0), R(o); 
0®=1, 05=1, et le thöoreme de Fermat pour ces corps. 8. Theorie des ideaux. 
9. Transcendance des nombres e et x. 10. Tables pour les diviseurs des nombres entiers 
jusqu’& 107,999 et les racines primitives du module premier jusqu’& 200. Obrechkoff. 
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Lineare Algebra, Polynome, Invariantentheorie: 


Ostrowski, A.: On a theorem eoneerning identical relations between matrices. 
Quart. J. Math., Oxford Ser. 9, 241—245 (1938). 


Let A,,Ag,..., Am be square matrices of order n, and let 2,,%,..., m be 
numerical parameters, Let F(z,,. . -, 2m) be the determinant of the matrix 2,4, + 
+ mn Am, and ©(z,,.. ., 2m) the greatest common divisor of its (n — 1)-rowed minors. 
Let F/d = F* (213. Zu) IE BD: a 2... Bm are square matrices of order n, com- 


mutative in pairs, such that A,B, +: air En B„ =, then it will be true that 
F*(B,,.. ., Bm) = 0. Further, if ler, 2. &m) = 0 is any polynomial equation satis- 
fied by every such set B,,..., Bm, then F*(z,,..., 2m) divides Y(21, . - .» Zm)- This 
generalizes a theorem of H.B. Phillips, Amer. J. Math. 41, 266—268 (1919). 
MacDuffee (Madison). 

Eckart, Carl, and Gale Young: A prineipal axis transformation for non-hermitian 
matrieces. Bull. Amer. Math. Soc. 45, 118—121 (1939). 

For every rectangular matrix A with complex elements, there are two unitary 
matrices U and V such that U*AV is diagonal with real non-negative elements. Two 
rxs matrices A and B can be a en diagonalized as above if and only if A B* 
and B*A are both hermitian. MacDuffee (Madison). 

Bruwier, L.: Sur le maximum du dur d’un döterminant. Bull. Soc. Roy. Sci. 
Liege 8, 101—105 (1939). 

Ein einfacher Beweis des Hadamardschen Determinantensatzes, der implizit schon 
bei Boggio [Bull. Sci. math. 35, 113 (1911)] steht. Faßt man die komplexen Ele- 
mente a;,; der Determinante A + 0 als Komponenten der Vektoren a; auf, so kann 
man aus ihnen nach dem üblichen Orthogonalisierungsverfahren neue linear-unab- 
hängige Vektoren c; = D)%;, 0; zusammensetzen, sodaß; = Ol Fk, ve % 
ist; dabei wird x; =1, &r=0 (k>:). Ist A die Determinante der &;;, so wird 


en die n n 
dann (44) AA = |Al? = ]/(c &) = I/(a; * &,) -11($ ja?) wie zu beweisen. 
i=1k-1 Harald Geppert. 

La Menza, Franeiseo: Die linearen Ungleiehungssysteme und ihre Anwendungen 
auf das Studium der konvexen Körper. An. Soc. Ci. Argent. 125, 321—350 u. 126, 
19—32 (1938) [Spanisch]. 

Diese Arbeiten bilden die Fortsetzung einer Reihe von Arbeiten des Verf., die 
bereits früher besprochen sind (dies. Zbl. 19, 1). Es werden die dort eingeführten 
Begriffsbildungen erweitert, singuläre Permanenzen und Ketten derselben eingeführt 
und einige Operationen wie Zusammenziehungen und Ableitungen daran erklärt. Diesen 
an den Matrizen definierten Begriffen entsprechen geometrisch einfache topologische 
Grundbegriffe bei dem zugeordneten konvexen Polytop. Vermittels einer bestimmten 
Äquivalenzdefinition der Permanenzketten kommt der Verf. dann auch geometrisch 
zu einer Morphologie dieser konvexen Polytope und zu einer Lösung der Steinerschen 
Frage nach der Typenzahl solcher Polytope. Burau (Hamburg). 

Calugar&ano, Georges: Sur les invariants de translation relatifs aux polynomes. 
Mathematica, Cluj 14, 133—137 (1938). 

Si &1],%g,...,0%, sont les zeros du polynome D’azar- ‘ on demontre, par un 
calcul tr&s ne que le semi-invariant se 


aD NR Nm 2p + Na. + (pe 
est donne par la formule 


(-1P(n— p!n—2p)!a, ' 
Er Tene Dia — 89)2(&5 — &9)8 ... (Agp-ı — App}. 


L’aut. indique aussi une methode de formation de semi-invariants cubiques & partir 
de ceux quadratiques. T. Popoviciu (Cernäufi). 
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Vahlen, Th.: Descartes’ Zeichenregel und interszendente Polynome. Deutsche 
Math. 4, 58—59 (1939). 

Durch eine einfache Überlegung wird gezeigt, daß die Zeichenregel von Descartes 
auch für interszendente Polynome (d. h. solche, deren Exponenten irrational sind) gilt. 
Danach hat also eine Gleichung 0,29 — Cı2ı + a2 — Fu =0, worin die z 
interszendente Polynome sind, höchstens n positive Wurzeln, wenn alle Exponenten 
eines früheren z kleiner als alle Exponenten eines späteren z sind. — Darüber hinaus 
gilt diese Eigenschaft auch noch bei beliebigen Exponenten, wenn die (sonst meist 
nach Wronski benannte) Determinante |z®| > 0 bleibt, und zwar sogar für ein be- 
liebiges positives Teilintervall. Statt dieser Ungleichung kann die mehrfordernde, aber 
die Differenzierbarkeit nicht voraussetzende |2;(2,)| >0, worin die z steigend ge- 
ordnet sind, ersetzt werden. L. Schrutka (Wien). 

Amato, Vincenzo: L’equazione generale di grado » considerata nel campo ampliato 
di razionalitä nel quale diventa a gruppo G,. Atti Accad. Gioenia Catania, VI. s. 3, 
Mem. 5, 1—10 (1939). 

Vorliegende Arbeit bringt den Beweis für die schon früher (s. dies. Zbl. 18, 145) 
mitgeteilte Tatsache, daß die Galoisgruppe @,, der allgemeinen Gleichung n-ten Gra- 
des f(z) =0 sich auf die Gruppe G@g — S regulär — reduziert bei Adjunktion von 
yalatea+. tem) + + eo-nrrı + +eiz)” zum Grund- 
körper. — Für irreguläres $ setzt sich die für die genannte Reduktion zu adjungierende 
Irrationalität Z, entsprechend der Zerlegung von $ in Zyklen additiv aus Kompo- 
nenten %; zusammen. — Zum Beweise wird gezeigt: 1. y, = (Yı)r ist gleichbedeutend 
mit: T gehört zu Gs; 2. @3 ist auch genaue numerische — nicht nur algebraische! — 
Invarianzgruppe zu %. — Die Arbeit enthält daneben Betrachtungen über weitere 
Möglichkeiten in der Wahl und Darstellung der Funktion y, sowie über die Galois- 
gruppe G,ı/@s der Resolvente von f(x) = 0. Grunwald (Göttingen). 


Abstrakte Theorie der Ringe, Körper und Verwandtes: 

Seorza, Gaetano: La teoria delle algebre e le sue applieazioni, (Firenze, 1.—8. IV. 
1937.) Atti 1.Congr. Un. Mat. Ital. 40—57 (1938). 

Übersicht über die Theorie der Algebren: Grundbegriffe, Struktur- und Ein- 
deutigkeitssätze, Brauersche Klassengruppe und einige Anwendungen: Theorie der 
Darstellungen und Charaktere endlicher Gruppen, Riemannsche Matrizen, Deurvng. 

Vandiver, H. S.: On some simple types of semi-rings. Amer. Math. Monthly 46, 
22—26 (1939). 

Was Verf. unter einem „semi-ring“ (,Halbring‘‘) versteht, macht man sich am 
besten an einem einfachen Beispiel klar. Es sei 4 das System aller geraden Zahlen >4, 
während 5 das System aller ungeraden Zahlen >5 bedeuten möge. Dann kann man 
in dem aus den drei ganzen Zahlen 1,2, 3 und den beiden Systemen 4,5 gebildeten 
Bereich B offenbar ohne weiteres auf Grund der Addition und Multiplikation der 
ganzen Zahlen eine assoziative und kommutative Addition und eine assoziative und 
kommutative Multiplikation einführen, wobei für die Verknüpfung von Addition und 
Multiplikation das übliche distributive Gesetz gilt. Aber es bildet nicht nur — anders 
als bei den „Ringen“ im gebräuchlichen Sinne des Wortes — der Bereich B hinsichtlich 
der Addition keine Gruppe, sondern es kann sogar B auf keine Weise in einen um- 
fassenderen Bereich B* eingebettet werden, der seinerseits hinsichtlich der Addition 
Gruppeneigenschaft besitzt. Denn im B kann nicht au a +b=a+b' aub-b 
geschlossen werden, weil .B. 1+2=1-+4=5, aber 2 #4 ist. Der Bereich B 
ist das Muster eines Halbrings im Sinne des Verf. — Die vorliegende Note bringt 
einige durchaus elementare Bemerkungen über Halbringe, wobei diejenigen Bereiche 
im Vordergrund der Betrachtung stehen, die in der gleichen Weise wie unser Halb- 
ring B aus dem Ring der ganzen Zahlen durch ‚‚teilweise Restklassenbildung‘“ ge- 
wonnen werden können. (Vgl. im übrigen dies. Zbl. 10, 388.) Krull (Bonn). 
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MeCoy, N. H.: Generalized regular rings. Bull. Amer. Math. Soc. 45, 175—178 

1939). 
\ an Definition von J.v. Neumann (vgl. dies. Zbl. 15, 388) verallgemeinernd 
bezeichnet der Verf. einen (kommutativen oder nichtkommutativen) Ring R mit Ein- 
heitselement als ‚„‚z-regulär‘‘, wenn zu jedem R-Element a ein Exponent n so be- 
stimmt werden kann, daß bei passender Wahl von z in R die Gleichung a” za" = a" 
gilt. Kommt man bei allen R-Elementen a mit ein und demselben festen Exponenten 
n=m aus, so wird N „m-regulär‘‘ genannt. Nach der Bemerkung, daß bei einem 
nichtkommutativen 77- (m-) regulären Ringe R stets auch das kommutative Zentrum 3 
rr-(m-)regulär ist, beschränkt sich der Verf. russchließlich auf die Betrachtung von 
kommutativen Ringen X = 3. — Ein direkt unzerlegbarer Ring & ist, wie leicht 
zu zeigen, dann und nur dann -regulär, wenn er nur Einheiten und nilpotente Ele- 
mente enthält; soll 3 sogar m-regulär sein, so muß außerdem das aus allen nilpotenten 
Elementen bestehende Primideal in 3 einen endlichen Exponenten besitzen. Bei einem 
beliebigen r-regulären Ring 3 sieht man mühelos, daß in 3 zwei verschiedene Prim- 
ideale stets teilerfremd sind. Verknüpft man diese Bemerkungen mit bekannten Er- 
gebnissen der allgemeinen Idealtheorie, so kommt man fast unmittelbar zu einigen 
weiteren Struktursätzen über beliebige rz- und m-reguläre Ringe 3. — (Vgl. auch 
dies. Zbl. 19, 292.) E. Krull (Bonn). 

Serbin, H.: Faetorization in prineipal ideal rings. Duke math. J. 4, 656663 
(1938). 

This paper deals with the factorisation of elements in an associative ring in which 
every left ideal is a principal ideal, hence the rings of non-commutative polynomials 
and the complete matrix rings are contained as special cases. The results may also 
be considered as generalisations of those obtained for polynomial rings. The concept 
of similarity of two ideals is defined by the isomorphism of residue rings. Various 
other equivalent definitions of similarity are also given. On the basis of the Schreier- 
Zassenhaus theorem a factorisation into similar factors is always possible whenever 
two different factorisations are given. The factors may be arranged so that similar 
factors occur in the same order. Oystein Ore (New Haven, Conn.). 

Ritt, J. F.: On ideals of differential polynomials. Proc. nat. Acad. Sci., Wash. 25, 
90—91 (1939). 

Es sei 2’ ein Ideal aus Differentialpolynomen in den Unbekannten %ı,..., %n- 
Die Mannigfaltigkeit M von & sei zusammengesetzt aus paarweise fremden Bestand- 
teilen M,,...,M,. Dann kann 3% in einer und nur einer Weise als Durchschnitt von 
s Idealen &,,..., 2, dargestellt werden, so daß die Mannigfaltigkeit von 2%, genau 
M,; ist. van der Waerden (Leipzig). 

Yosida, Kösaku: On the exponential-formula in the metrieal eomplete ring. Proc. 
Imp. Acad. Jap. 13, 301—304 (1937). 

Explizite Auflösung der Hausdorffschen Formel exp(X) - exp(Y) = exp(Z(X, Y)) 
in einem Lieschen Ring, welcher in einem metrisierten perfekten assoziativen Ring 
enthalten ist. W. Landherr (Rostock). 

Kuntzmann, Jean: Systömes multiformes et systömes hypereomplexes. C. R. 
Acad. Sci., Paris 208, 493—495 (1939). 

Verf. ordnet einem multiformen System ein System von Größen c/, zu, und zwar 
sei d,;,—0, wenn 44,Dar, &;, +0, wenn aa;>a;,. Er betrachtet verschiedene 
Spezialfälle dieser Größen. Ott-Heinrich Keller (Berlin). 

Krasner, Mare: Une göngralisation de la notion de eorps. J. Math. pures appl., 
IX. s. 17, 367—385 (1938). 

The author considers generalisations of the notion of fields by means of systems 
possessing certain operations and structural properties. To such systems corresponding 
groups are defined and a correspondence between subsystems and subgroups is 0»- 
tained. The principal problem is to find conditions when this is a one-to-one correspond- 
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ence, hence when equality holds in the fundamental relations of the Galois theory 
S(FH)=>H, F(&(D)=>D 
where 9 denotes a subgroup and D a subfield. Such a unique correspondence is ob- 
tained by the introduction of a concept of closure. In some ways the theory may 
be considered a generalisation of Krull’s theory of infinite algebraic extensions (Math. 
Ann. 100). The author promises a more detailed account at some later date. 
Oystein Ore (New Haven, Conn.). 

Mazur, Stanislaw: Sur les anneaux lineaires. C. R. Acad. Sci., Paris 207, 1025—1027 
(1938). 

The author considers linear domains of integrity over the real field. According 
to a theorem of Frobenius such a domain with a finite basis must be isomorphie 
to one of the following three fields: The field of real numbers, the complex field, the 
field of quaternions. In this paper it is indicated that a similar result holds if one 
assumes instead of the finite dimensionality that the domain shall contain a norm 
satisfying the conditions. 

(«A)=(a)(4). (A+B)=(4)+(B), (4:B)<(A)(B). 
Various related results are also indicated. Oystein Ore (New Haven, Conn.). 

Carathöodory, Constantin: Bemerkungen zur Axiomatik der Somentheorie. S.-B. 
Bayer. Akad. Wiss. 1938, 175—183 (H. 2). 

This paper contains an alternative axiomatic formulation for “Somentheorie” 
(about equivalent to structure or lattice theory) which the author has used in a preced- 
ing paper to obtain an algebraic formulation for the notion of an integral. Here the 
concepts of inclusion and partially ordered sets are preferred as primary concepts, 
while the preceding paper was based on the concepts of cross-cut and union. 


Oystein Ore (New Haven, Conn.). 

Zahl- und Funktionenkörper: 

Blaha, Franz: Über definite Hermitesche Formen. Mh. Math. Phys. 47, 195—212 
1938). 
: sei der Körper der rationalen Zahlen, und A=ax&5 +bxj +bzy-cyY eine 
positiv definite Hermitesche Form. Wir setzen b = u(d, + b,iYm) (m positiv ganz, 
quadratfrei) mit 5,,b, reell, u=1 für m#3mod4 und u=}% für m = 3 mod4. 
Die Form h heißt reduziert in k(i Ym), wenn folgende Bedingungen erfüllt sind: 
Fürm=3mod4; a=«,—a<2b, za, —a<2b,<a, wenn a=cist, sib, >0. 


Für m=3möd4; ac, —a<b,=a, (m +1)<b, —mb,< (m + I), 


(m +1)<b,+ mb, < (m +2), 


wenn a = cist, soll 5, > 0 sein, wenn a = c und b, < a ist, soll 5, — mb, < 5 (m +1) 


sein. — Es wird ein Verfahren gegeben, das ermöglicht, eine beliebige Form nach 
endlich vielen Schritten zu reduzieren. Dann wird bewiesen, daß es nur endlich viele 
in ki Ym) ganzzahlige Substitutionen gibt, die } in eine reduzierte Form h'= a’a’x’ 
+ba’y’ + bay +c'y'y mit@’<a überführen. Man erhält hierdurch eine Methode, 
nach der man entscheiden kann, ob zwei Formen in k(i Ym) ganzzahlig äquivalent sind. 
Hieraus folgt außerdem, daß die Anzahl der Automorphismen einer definiten Form endlich 
ist. Es sei nun m=1,2,3,7,11. Man sagt, daß h i.e. S. reduziert ist, wenn gilt: 


fürm=1;a<c,—a<2b,=za,0=2b,<a, wenna = c oder b, = 0 oder 2b, = a, 


dann soll 5, >0 sein, 
fürm=3; a<c,0<b,<a,0=<b, —3b,< 2a, wenn b, > 0 ist, soll 5, — 34, >0 
sein, wenn d, — 3b, < 2a ist, soll b, <a sein, wenn a =c ist, soll 5, +3, =0, 
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und für m = 2, 7,11, h im obigen Sinne reduziert ist. Es gibt in jeder Formenklasse 
eine und nur eine i. e. $. reduzierte Form. Aus dem Beweis fölgt, daß im allgemeinen 
die Automorphien von h für m=1,2,3,7,11 nur aus Pi oh ® &) bestehen. Die 
Ausnahmefälle sowie die entsprechenden Automorphien sind in der Arbeit angegeben. 
Zum Schluß wird bewiesen, daß der erste Koeffizient a einer i. e. 8. reduzierten Form h 
die kleinste aller von h dargestellten Zahlen ist. Cahit Arf (Göttingen). 

Sehoeneberg, Bruno: Das Verhalten von mehrfachen Thetareihen bei Modulsubsti- 
tutionen. Math. Ann. 116, 511—523 (1939). 

Anschließend an die Entwicklungen von E.Hecke [Zur Theorie der Modul- 
funktionen. Math. Ann. 97 (1926)] verallgemeinert Verf. die dort eingeführten Theta- 


reihen des imaginär-quadratischen Zahlkörpers 8 (Y—D) . Wenn für k=1,2,0< J(?), 
konjugierten Zahlen u, #’ aus dem ganzen Ideal a von a(Y—D), die Reihen 


k_ı2rir AN 2 
9277 -1g DIR] (1) 
damals gebraucht worden waren, so verallgemeinert sich (1), indem statt 
2uW n 
N(a) = (n, n) (1) 


mit r=1,2,... unter Zufügung 2r-dimensionaler Vektoren n=(n,,"z,...) nach (1’) 
die quadratischen Formen i 


2r 
An, n) = Dr 0, unan; (2) 
1 


eingetragen werden. Wählt man insbesondere die Determinante |&,,.| = 1, so er- 
geben sich arithmetische Folgerungen über quadratische Formen in 8 Veränderlichen 
und neue Darstellungen für Teilbruchreihen wie m (l + rm)": mit O<12? + m?. 
Bleibt allgemeiner die Diskriminante | &,,.| der Form (2) beliebig, so wird durch den 
Ausdruck In ei%{n,n) eine ganze Modulform bestimmt, deren Stufe in einfacher Weise 
abhängt von |%,,.| und den zugehörigen (2r — 1)-reihigen Unterdeterminanten. 
Maier (Greifswald). 

'Zahlentheorie: 


Kanold, Hans-Joachim: Über eine notwendige Bedingung für die Existenz einer 
ungeraden vollkommenen Zahl. Deutsche Math. 4, 53—57 (1939). 
Nach Euler (Opera postuma 1, 14—15) hat eine ungerade vollkommene Zahl n 


di . 
e Gestalt n= ph ...gefr mit p=x= 1(mod.4), 


wobei 9, 91, -- -,Qr die in n aufgehenden verschiedenen Primteiler sind. Neuerdings 
bewies R. Steuerwald (8.-B. Bayer. Akad. Wiss., Math.-naturwiss. Kl. 1937, 69—72; 
dies. Zbl. 18, 203), daß mindestens ein ß,> 2 sein muß. Der Verf. zeigt nun, daß n 
mindestens einen Primteiler mindestens in der sechsten Potenz enthält oder mindestens 
zwei Primteiler je mindestens in der vierten Potenz. Ist insbesondere der Exponent 
& von p gleich 1 oder 5, so müssen von den Zahlen ß. mindestens eine >3 oder 
mindestens zwei =2 sein. Hieraus folgt u.a., daß eine ungerade vollkommene Zahl 
bestimmt größer als 5 - 1010 ist. T. Nagell (Uppsala). 

Walfisz, Arnold: Über einige Ramanujansche Sätze. Trav. Inst. Math. Tbilissi 5, 
145—152 (1938). 

Zwei Ergänzungen zu einer Arbeit von Watson (dies. Zbl. 11, 8), die einer nach- 
gelassenen Handschrift von Ramanujan gewidmet war. — I. Ist r(n) durch 


Irmar = z{(l — a)(1 — 22)(1 — 28) .. 28 


n 
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definiert, so ist für fast alle n die Zahl r(n) durch k = 2 -32-52.7.691 teilbar 
(früher war das nur mit k = 691 bekannt). — II. Es sei , << --- eine solche 
Folge von Primzahlen, daß q' + g5' + :-- divergiert. Es sei u =0, wenn die 
natürliche Zahl n mindestens ein q, in ungerader Potenz enthält, sonst 4, =1. Es 
wird sehr einfach die Ramanujansche Vermutung Zn = 0(z) bewiesen; dagegen wird 


gezeigt, daß die Formel 
ibn ai ur Be 


n=% 
im allgemeinen falsch ist (die Frage EN en Richtigkeit dieser Formel wurde bei 
Watson aufgeworfen). — Druckfehler: Im Satz 2 bedeutet o,(n) die Summe der. 
r-ten Potenzen aller positiven Teiler von n. Jarnik (Praha). 


Vinogradoff, I.: Zwei Sätze aus der analytischen Zahlentheorie. Trav. Inst. Math. 
Tbilissi 5, 167—180 (1938). 

The author uses a lemma that he has proved in a former paper (see this Zbl. 19, 249) 
to prove the following: (1) If n,m, P are positive integers, n>2, &,,-.. 0, real, 
x) = &nX%" + --- +0&,%, s one of the numbers 2,..,n—1 


pP 
“it ml, 0<u<P, (sl, 8=ieime 
then m m G y\ n= 
s=-o(P(®+2+2)), 
where 1 
33,7 (logn)? * 


(2) I£ @(n) has its usual meaning in Waring’s problem and if n> 800. then 
G(n) < n(4 logn + 8 loglogn + 12). 


The second theorem (an improvement of the previous result in which 6nlogn was 
the largest term on the right hand side of the inequality) is obtained by means of 
the improvements in the results for the minor arcs made possible by the use of the 
first theorem. Wright (Aberdeen). 

Chowla, S.: A remark on g(n.) Proc. Indian Acad. Sci., Sect. A 9, 20—21 (1939). 

Full details of the proof of a theorem enunciated in a former paper (see this Zbl. 
19, 394). Wright (Aberdeen). 

Gloden, A.: Ein Satz über Erniedrigung von Potenzgleiehungen. Gaz. mat. 44, 
293—297 (1939) [Rumänisch]. 

Ein Satz ohne Beweis über Diophantische Gleichungen der Gestalt a? +a 
+... +f=b4b ++. +5, 9P=1,2,...,n. T. Popovieiv (Cernäufi). 

Baidaff, B. I, und A. Heurtley de la Riestra: Eine Lösung der Pythagoräischen 
Gleichung 2? +y?=2z? in Parameterform und ihre Anwendung auf die ganzzahligen 
Lösungen. Bol. mat. 11, 253—256 (1938) [Spanisch]. 

Rationale Eu ene der pythagoreischen Gleichung x? + y? = z? in der Form 
z=2v+d,y=20+ . z=2v+d+—- . ‚202 > d?. Anwendung auf die ganz rationalen 
Lösungen (2v? = kd; k, Fi ganz) und Tabellierang der ganzzahligen Lösungstripel nach steigen- 
den Werten von d. H. L. Schmid (Gießen). 

Walfisz, Arnold: Über Gitterpunkte in mehrdimensionaleu Ellipsoiden. VII. Abh. 
Trav. Inst. Math. Tbilissi 5, 1—65 (1938). i 

au) = Aus -- + %) =D au, Ur (a,, = a,, ganz) 
ur= 
sei eine positiv definite quadratische Form mit der Determinante D. Für ganzes n > 0 
sei rg(n) die Anzahl aller ganzzahligen Systeme u,,.. .,u, mit Q(u)=n; Vg sei das 
Volumen des Ellipsoids Q(u) <1, so daß Po(z) =Drg(n) — Var’? den geläufigen 
0 


sıa=sr 


Gitterrest darstellt. Verf. beweist [mit positiven, nur von Q abhängigen Zahlen 


(2), TQ)]: z 
[Pa(w)dw = S(Q)a? + O(allog?x) für r=4, (1) 
N) 
Bar) (n) = T(Q)2? + O(a2log?r) für r=4, (2). 
IT n) = T(Q)x? +O(ailoge) für r=3. (3) 
0En=S% 


Schon früher hat Verf. (1) und (2) bewiesen (dies. Zbl. 13, 105; 15, 201), und zwar 
mit Hilfe der Theorie der Heckeschen Modulformen [in (2) bekam er damals aber 
nur das viel schlechtere Restglied O(x°/2)]. Jetzt beweist Verf. (1), (2), (3) direkt; 
dabei benutzt er bei (1) eine vom Ref. herrührende Darstellung der linken Seite; 
analog verläuft der Beweis von (2), (3). — Während Verf. früher die Werte von ©, 
nur für vier spezielle Formen Q(w) (mit r = 4) bestimmen konnte (und zwar auf einem 
Umwege über re bekommt er jetzt ganz allgemein 


oo k 
Ss 2 r Ss 2 
S) = a MS De 
nei = nDr(2)r- VEN“ 
Pt (h,k) = M,k)=1 
wo Sr= > a Re a,)); für alle Formen der Gestalt #-+W+d(ul-H uB), 


0 
+ EI Er, u) kann er die Reihen (4) sogar auswerten. — Auf $S.51 befindet sich 


folgendes kleine Versehen: Für reelle «= 10%, u, v ist die Ungleichung 
(exp Z + 2rn(u — o):) _ = Konst - Min (x, |u — v| =!) 


nicht immer richtig; man muß rechts den Ausdruck u — v durch seinen absolut klein- 
sten Rest modulo Eins setzen; aber das Endergebnis auf Zeile 8ist richtig. Jarnik. 
Walfisz, Arnold: Über Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. VIII. Abh. 
’Trav. Inst. Math. Tbilissi 5, 181—195 (1938). 
4 


Es sei Q(u,,: ..., %) = Dede (@,; = a,, ganz) eine positiv definite quadra- 


n,s=1 N 
tische Form mit der Determinante D; A(x) sei die Anzahl der Gitterpunkte im Ellip- 
solid Au],.-»%W) Zr; no(n) sei die Summe aller positiven Teiler der natürlichen 
Zahl n, so daß o(n) die Summe der reziproken Teiler ist. Dann lauten die Haupt- 


resultate n® 
ee) 4/5 
(2) ayD” = O(zlogtdzlogloge), 
2 ) 

> o(n) — . +3 loge = O(log*xlogloge), 

NnZST 

D/’ now) — I a O(z log*5xlogloge). 
nZ% 


Bisher waren nur schwächere Resultate — mit logz(loglogx)-! statt log*/®x loglogx 
überall in den O-Gliedern — bekannt [dies. Zbl. 4, 103 und A. Walfisz, Teilerprobleme, 
Math. Z. 26, 66—88 (1927)]. — Methode: Bekanntlich liegt die Hauptschwierigkeit 
in der Abschätzung von Summen der Gestalt 


o(e) = o(x; &,ß,N) - Drl& - £) 


lzmzsN& 
: mZ= o&(mod.N) 
(&, ß, N ganz, lza=N, 1EP=N, vwW)=u-[u—3). 
Trivial ist o(2) =O(logx); die Weylsche Methode führte zu o(z) = er): 


Die kräftigere Vinogradoffsche Methode liefert jetzt o(x) = O(log*zloglogr). Aus 
dem Vinogradoffschen Ideenkreis benutzt Verf. einen Satz von Titehmarsh (dies, 
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Zbl. 18, 389) und verbessert auch zwei kleine bei Titchmarsh vorkommende Ver- 
sehen. Jarnik (Praha). 

Hlawka, Edmund: Über die Approximation von inhomogenen Linearformen. Mh. 
Math. Phys. 47, 181—185 (1938). 

Seien 6 und ß beliebige komplexe Zahlen, so daß 0 nicht in k(s) und nicht im. 
Ring der ganzen Zahlen aus X (%) liegt. Dann gibt es nach Verf. unendlich viele ganze x, y 
aus k(t) mit ern 

Win (1) 
(dies. Zbl. 18, 204). Jetzt wird gezeigt, daß sich die Zahl $ im rechten Gliede von (1) 
durch keine kleinere Konstante ersetzen läßt. Die Beweismethode liefert auch einen 
neuen Beweis des schon von Grace gezeigten reellen Analogons dieses Satzes (Lit. 
im Bericht des Ref.: Diophantische Approximationen, Kap. VI. Berlin 1936). — Am 
Schluß der Arbeit wird eine Verallgemeinerung eines Satzes von Mordell gegeben 
[Proc. Cambridge Philos. Soc. 26, 489—490 (1930); im obenzitierten Bericht II, Satz 9]: 
Sind 4, B,C, D, P,Q komplexe Zahlen mit A=AD— BC #0, BOA reell > 0, so 
gibt es ganze &, y aus k(v) mit 

A| 

Mer By Ps > 
ID| 

LerDy Ole m J. F. Koksma. 

Davenport, H.: A simple proof of Remak’s theorem on the produet of three linear 
forms. J. London Math. Soc. 14, 47—51 (1939). 

Einfacher Beweis des folgenden, von Minkowski vermuteten, von Remak 
[Math. Z. 17, 1—34 (1923) u. 18, 173—200 (1923)] bewiesenen Satzes: Sind &,n,& 
reelle Linearformen in den Veränderlichen u, v, w mit der Determinante 1 und x, ß, y 
drei reelle Zahlen, so gibt es ganze u,v,w mit |(&E — a)(n — P)(E—-y)|=4#. Das 
Gleichheitszeichen ist genau im folgenden Falle unentbehrlich: &= PU(u,v, w), 
Nie QVlu, v, W), = RW(u, vw, = Pier 3), ß =(Q(g +3), az Rh ie 2), wo 
U,V,W ganzzahlige Linearformen mit der Determinante 1 sind, f, g, h ganze Zahlen. 
und P,0, R reelle Zahlen mit POR =1. Im Beweis wird ein Satz von Korkine 
und Zolotareff [Math. Ann. 5, 581—583 (1872)] über das Minimum einer positiv 
definiten quaternären quadratischen Form benutzt. Jarnik (Praha). 

Umeda, Kwai: Zur Beziehung zwischen Partitio Numerorum und Kernanregung. 
Sci. Pap. Inst. physic. chem. Res., Tokyo 34, 629—636 (1938). 

Es sei p„(n) die Anzahl der Zerlegungen von n in genau m positive ganzzahlige 
Summanden. Der Autor hat die Funktion 
Impn(n) 

p(n) 
für n=1,2,...,100 tabuliert. In einem Bohrschen Atomkernmodell ist m(n) die 
mittlere Anzahl der angeregten Teilchen in einem Kern mit der Anregungsenergie ne. 
Aus der Tabelle wird die empirische Formel 
m (n) — n?!? 
entnommen. Eine Schlußbemerkung betrifft die mittlere Anregungsenergie eines Teil- 
chens bei einer unbeschränkten Anzahl von Teilchen mit Bosestatistik. van derWaerden. 
Husimi, Ködi: Partitio numerorum as oceurring in.a problem of nuclear physies. 
Proc. Phys.-Math. Soc. Jap., III.s. 20, 912—921 (1938). 

Für die im vorsteh. Ref. definierte zahlentheoretische Funktion m(n) wird die 

asymptotische Formel 


1 3 1 3 1 1 
min) = (leg +0) + zelogg + ee +7 + 07.) 


mit . 7 s 
—Z—, NEN — 


m(n) = 


24 
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bewiesen. Die Methode ist die Hardy-Ramanujansche Umformung der zahlentheore- 
tischen Funktion in ein Konturintegral. Dieses Integral hat auch eine physikalische 
Bedeutung. Die empirische Formel von Umeda (s. vorsteh. Ref.) erweist sich somit 
als falsch. van der Waerden (Leipzig). 


Gruppentheorie. 


© Weyl, Hermann: The classical groups, their invariants and representations. 
(Princeton math. ser. Edit.: Marston Morse, H. P. Robertson a. A. W. Tueker. Pt. 1.) 
Princeton, New Jersey: Univ. press a. London: Humphrey Milford Oxford university 
press 1939. XII, 302 pag. bound 18/-. 

In einem einleitenden Kapitel wird gezeigt, wie aus den Grundgedanken des 
Kleinschen Erlanger Programms die Probleme der Darstellungstheorie und der In- 
variantentheorie erwachsen. Die Darstellungstheorie lehrt, welche Arten von ‚„‚Größen“ 
es bei einer vorgegebenen Gruppe gibt, die Invariantentheorie aber untersucht die 
invarianten Beziehungen zwischen diesen Größen. Nun werden zunächst die einfach- 
sten Größen, die Vektoren, betrachtet und ihre Invarianten gegenüber den klassischen 
Gruppen, das sind in erster Linie die allgemeine und spezielle lineare Gruppe, die 
orthogonale und die „symplektische‘‘ (= Komplex-) Gruppe, daneben aber auch die 
Bewegungsgruppe, die affine und ähnliche Gruppen, aufgestellt, Mit Hilfe der grund- 
legenden Identität von Capelli werden der erste und zweite Hauptsatz der Invarianten- 
theorie bewiesen: der erste gibt di Bausteine, aus denen sich die Invarianten von 
Vektoren zusammensetzen, der zweite die Relationen zwischen diesen Bausteinen. 
Das nächste Kapitel bringt die Grundbegriffe der Theorie der halbeinfachen Algebren 
(insbesondere der Gruppenringe) in darstellungstheoretischer Begründung, wobei die 
Reziprozität zwischen einer Algebra aus linearen Transformationen und der Algebra 
der mit ihnen vertauschbaren linearen Transformationen im Vordergrund steht. Auf 
Grund dieser Reziprozität wird in den nächsten Kapiteln die Zerlegung des Tensor- 
raumes in irreduzible Teilräume durchgeführt, zuerst für die volle lineare Gruppe, 
dann für die orthogonale Gruppe nach einer Methode von R. Brauer, schließlich ganz 
analog, aber einfacher für die symplektische Gruppe. Die Charaktere dieser Gruppen 
werden nach der Integrationsmethode berechnet. — Es folgt ein kurzer Abriß der 
klassischen Invariantentheorie auf Grund der symbolischen Methode und eine Dar- 
stellung des Hilbertschen Endlichkeitsbeweises für die. Invarianten im klassischen 
Sinn. — Den Schluß des Buches bildet eine Neubegründung der Sätze über direkte 
Produkte von halbeinfachen Algebren und ihr Verhalten bei Erweiterung des Grund- 
körpers. van der Waerden (Leipzig). 

Keller, J. M.: Note on reduction for the rotation group. Phys. Rev., II.s. 55, 
508—509 (1939). 

In der Formel für die vollständige Reduktion einer ProduktdarstellungD;,, 1X Day +1 
der zweidimensionalen unitären Gruppe werden die willkürlichen Koeffizienten so 
bestimmt, daß die transformierende Matrix unitär ausfällt. van der Wuaerden. 

Uzkow, A. I.: On the Jordan-Hölder theorem. Rec. math. Moscou, N. s. 4, 31—42 
u. engl. Zusammenfassung 42—43 (1938) [Russisch]. 

Es werden genaue Bedingungen dafür aufgestellt, daß in einer gegebenen Struk- 
tur 2 der Satz von Jordan-Hölder-Schreier gilt. — Jedem Element a aus X 
muß eine Teilmenge N, von & zugeordnet sein. (l) w<=a,<--.:- <a, ist eine 
Normalkette zwischen a, und a„, wenn %E Wa,+,. 5b heißt von a aus erreichbar, 
wenn es zwischen b und a eine Normalkette gibt. M, sei die Teilmenge aller von a 
aus erreichbaren Elemente. Die Quotientenstruktur a/b entsteht durch Erhöhung 
aus c/d, wenn a={b,c}, d=bne und die Formeln > y={z,b}, yo z=ynec 
eine umkehrbar eindeutige Abbildung von M, N o/daufM, N a/b vermitteln. a/bund e/f 
heißen direkt isomorph, wenn beide Strukturen aus einer dritten c/d durch Erhöhung 
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entstehen: a/b=e/f. Zu gegebenen Normalketten (1) und (2): ,<b,<-.<b, 
werden Verfeinerungen definiert: a; ={a,,0,ınb} O<s:ı<m-—1, 0<s isn), 
mim; tb, byınay V<ismo<sjsn—1),b,:—=b. Der Satz von 
Jordan-Hölder-Schreier für Strukturen lautet nun: Wenn a, = di, &n = by, 80 
handelt es sich um normale Verfeinerungen und es ist (3) a; ;+1/a; & b; ipi /b,:. Verf. 
setzt zusätzlich voraus: (4) N, und N, haben stets ein Element gemein, und beweist 
den folgenden Satz: Der Satz von Jordan-Hölder-Schreier ist logisch gleichwertig 
mit folgenden 5 Bedingungen: (5) «EN,, (6) wenn aEN,,bEN,, so {a, HEN, und 
(T) ambEN.; (8) wenn bEN,, bnezd=c, dEN,,cEM,, so {,NENnS; 
(9) wenn a, cEM,, bEN,,a>b oder a>c, so an{b,c}={anb,amc}. Unter den- 
selben Bedingungen (4) bis (9) gilt auch die von Kurosch gegebene Verallgemeinerung 
für unendliche Normalketten. — Beispiel: 2 = Struktur, die aus allen Untergruppen 
einer Gruppe gebildet wird. N, = Menge aller Normalteiler von a. (3) entspricht sogar 
ein gruppentheoretischer Isomorphismus. Zassenhaus (Hamburg). 


George, Erich: Über den Satz von Jordan-Hölder-Schreier. J. reine angew. Math. 
180, 110—120 (1939). 

Es sei &* die Menge der Untergruppen A, B,C,... einer Gruppe &. Setzt man 
A> B, falls B Normalteiler von A ist, so sind in &* bez. > alle Axiome eines Dede- 
kindschen Verbandes erfüllt, falls man von den darin auftretenden A, B,... fordert, 
daß sie paarweise „verwandt“ seien (A und B heißen verwandt, wenn ein (C existiert 
mit C> A und C>B). &* wird deshalb ein Dedekindscher Halbverband genannt, 
dessen Axiome genau angegeben werden. In Dedekindschen Halbverbänden liefert 
nun der übliche Induktionsbeweis des Schreierschen Satzes (‚Zwei Normalreihen einer 
Gruppe besitzen stets ähnliche Verfeinerungen‘“) nach Einführung der in Frage kom- 
menden Definitionen den allgemeineren Satz: Ist A > B, so besitzen je zwei Ketten 
von A nach Bähnliche Verfeinerungen. — Ob die Voraussetzung A > B hier wesentlich 
abgeschwächt werden kann, bleibt unentschieden. Lorenzen (Göttingen). 


Zappa, Guido: Sui gruppi supersolubili. Rend. Semin. mat. Roma, IV.s. 2, 
323—330 (1938). 

Verf. nennt überauflösbar jede Gruppe mit einer Hauptkompositionsreihe, .deren 
sämtliche Indizes Primzahlen sind. Überauflösbar sind z. B. die p-Gruppen’ und jede 
Gruppe mit quadratfreier Ordnung (Höldergruppen). — Verf. beweist zunächst, daß 
jede überauflösbare Gruppe der Ordnung pfıp...p” Pp>P>--:->p, sind 
Primzahlen) eine invariante Untergruppe besitzt mit der Ordnung pf:p9*... p 
(=1,2,..,r—1). Er stellt dann fest, daß die Ableitung einer überauflösbaren 
Gruppe direktes Produkt ihrer Sylowschen Untergruppen ist. Er arheitet ein Be- 
weisverfahren aus, welches ihm erlaubt, eine Methode zur Konstruktion von beliebigen 
überauflösbaren Gruppen aufzuzeigen: indem er ausgeht von einer Gruppe, die direk- 
tes Produkt ihrer Sylowschen Untergruppen ist, und darauf eine „Auffüllung‘‘ an- 
wendet (nach Schreier). Er schließt daraus, daß die Bestimmung aller möglichen 
überauflösbaren Gruppen aus der Kenntnis aller möglichen Typen von p-Gruppen und 
ihrer Automorphismengruppen folgt. M. Cipolla (Palermo). 


Coxeter, H. S. M.: The abstraet groups G"”»"»P. Trans. Amer. Math. Soc. 45, 
73—150 (1939). 

Die Arbeit befaßt sich mit drei wichtigen, durch Erzeugende definierte Gruppen, 
deren: Struktur und Beziehung zueinander und zu bekannten Gruppen ausführlich 
dargelegt wird, so daß wir eine Monographie dieser Gruppen vor uns haben. Sei 
(l,m |", k) die Gruppe, die durch R= 8"—= (RS)" = (R-!8)"=1 definiert wird, 
(l,m, n;.gq) die Gruppe R! = 8" = (RS)" = (R-!S-! RS)? = 1 und @”-"»? die Gruppe 
A” = B" = (? = (AB)? = (BC)?= (CA)?= (ARC)* = 1. Die behandelten Fragen 
lassen sich folgendermaßen charakterisieren: 1. Beziehungen der drei Gruppen unter- 
einander und zu bekannten Gruppen. (m, m |.n, &) ist Untergruppe von (2, m, 2n; k), 
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(2, m, m; g) Untergruppe von (4, m |2,29), (2, m, n;g) Untergruppe von @”"- 27 je 
vom Index 2. (m, m|n,k) ist invariante Untergruppe vom Index 4 von @”»?"»®F, 
Für spezielle Werte der Parameter I, m usw. werden viele weitere Beziehungen auf- 
gestellt. Gewisse der Gruppen erwiesen sich als spezielle projektive Gruppen LF(2, q) 
oder P@LA(2,g), wodurch für diese zum Teil neue Definitionen durch Erzeugende 
gewonnen werden. LF(2,p) bzw. PGL(2, p) ist Faktorgruppe von G°"»P, wenn die 
Primzahl p=1 bzw. 3 (mod 4) und n die Stelle der ersten Fibonaccizahl ist, die 
durch p teilbar ist. 2. wird die Frage behandelt, für welche Werte der Parameter 
die betrachteten Gruppen endlich bzw. unendlich sind. Für alle unendlichen Gruppen 
(I, m | n, k) ist 2sinzz/l - sinn/m < cosnı/n + cosz/k; für alle unendl Gr. (2, m,n;g) 
ist cos2rz/m + cos2n/n + cosn/g>1, und für alle unendl. Gr. @">">? ist cos2r/m 
+ cos2n/n + cos2n/p>=1. Diese Sätze lassen sich nur bei gewissen Voraussetzungen 
über die Parameter umkehren, wodurch Kriterien für die Endlichkeit der Gruppen 
gewonnen werden. In Tabellen werden alle bekannten endlichen Gruppen zusammen- 
gestellt. 3. werden nach der Methode von Dyck von @”*»? Gruppenbilder entworfen 
mittels n- und m-Ecken (Modulfigur, Cayleys color-group und Dehnsche Gruppen- 
bilder) in der dazu passenden sphärischen, euklidischen oder hyperbolischen Auf- 
fassung, woraus die Struktur der einzelnen Gruppen abgelesen werden kann. Für die 
große Reichhaltigkeit an einzelnen Ergebnissen muß auf die Arbeit verwiesen werden. 
J.J. Burckhardt (Zürich). 


Miller, 6. A.: Groups of degree n in which the largest degree of a substitution is a 
minimum. Proc. Nat. Acad. Sci. U. S. A. 25, 43—46 (1939). 

Es wird u.a. gezeigt: Es gibt Permutationsgruppen vom Grade n, in denen das 
Maximum des Grades der einzelnen Permutationen gleich n/2 + k ist, wobei k die 
Größenordnung Inn/In2 besitzt. Magnus (Frankfurt a. M.). 


Turkin, W., et P. Dubuque: Sur la strueture des groupes simples. ©. R. Acad. Sci. 
URSS, N. s. 20, 513—515 (1938). 

Es sei ® eine abelsche Untergruppe der Primzahlpotenzordnung p* in der Gruppe & 
der Ordnung pn, wobei n zu p teilerfremd ist. Es sei A ein Element der Ordnung p* 
aus ®, so daß jedes mit A? konjugierte Element aus P gleich A”* ist, wobeim = 1 modp 
ist. Dann gilt: & besitzt einen eigentlichen Normalteiler mit durch n teilbarer Ordnung, 
falls folgende Bedingungen erfüllt sind: Für den Fall p>2 soll der Normalisator 
von A?*”' eine nicht durch p*** teilbare Ordnung besitzen, und für den Fall p = 2 
soll außerdem A2*”” nicht mit seinem inversen Element konjugiert sein. 

Magnus (Frankfurt a. M.). 


Dubuque, P.: Un th&or&me contenant des thöor&mes de Frobenius, de Weisner 
et de Turkin sur le nombre des el&öments d’un ordre donn& dans un groupe. C.R. Acad. Sei. 
URSS, N. s. 20, 517—519 (1938). 

Es: wird u.a. gezeigt: Es sei « die Ordnung der Elemente in einer Klasse X von 
konjugierten Elementen der Gruppe ©, und es sei n ein Teiler der Ordnung von & und 
zugleich ein Vielfaches einer zu a teilerfremden Zahl m. Dann ist die Anzahl der Elemente 
von &, deren Ordnung ein Vielfaches von m ist und deren n-te Potenz in W enthalten 
ist, durch den größten zu m teilerfremden Teiler von r teilbar, und überdies auch durch 
»(m) teilbar. Verlangt man nicht, daß a und m teilerfremd sein sollen, so bleibt dieser 
Satz mit der Abschwächung bestehen, daß die genannte Anzahl nicht durch (m) 
teilbar zu sein braucht. Magnus (Frankfurt a. M.). 


Oldenburger, Rufus: Decomposition of elements in abelian groups. Bull. Amer. 
Math. Soc. 45, 152—158 (1939). 
Untersuchungen darüber, wann sich ein Element einer additiv geschriebenen 
abelschen Gruppe als Summe von n verschiedenen Elementen der Gruppe schreiben läßt. 
Ulm (Münster i. W.). 
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Analysis. 


Allgemeines; 

Andersen, Erik Sparre: Eine Berichtigung zu: Eugen Netto „Lehrbuch der Combi- 
natorik“. Norsk mat. Tidsskr. 20, 127—133 (1938) [Norwegisch]. 

D®l[a,,...„a„] bezeichne eine Variation der m Elemente %>..,4„ zur k-ten Klasse 
mit unbeschränkter Wiederholung. Netto stellte sich die Aufgabe, die Anzahl derjenigen 
Variationen der obigen Art zu bestimmen, in denen ein festes Element a; mindestens r (<k)-mal, 
und zwar unmittelbar hintereinander erscheinend, auftritt (s. $25 in E. Netto, Lehrbuch 
der Combinatorik. Leipzig u. Berlin: Teubner 1927). Netto bemerkte, daß die Variationen 
mit der geforderten Bedingung die Gestalt (1) 8 [aı, - . ., am]a, DE" lay,..sa„1(9=0,1,..., 


kr 
k — r) haben müssen, und schloß daraus, daß die gesuchte Anzahl gleich I) ©% m 8% 
=0 


g= 
=(k—r+ 1)m*-"+1 ist. Verf. bemerkt nun richtig, daß eine Variation der geforderten 
Bedingung auf mehrere Arten in der Form (1) geschrieben werden kann, falls sie. eine Reihe 
von mehr als r Elementen a, enthält. Nettos Anzahlformel ist also falsch. Verf. gibt die 
richtige Anzahlformel, die wesentlich komplizierter wird und leider auch zur praktischen 


Berechnung für große Werte von = wenig brauchbar ist. Lediglich für r =2 gelingt eine 


einfache Darstellung der Anzahl in der Form m* — m(m — 1)*-1, H. L. Schmid. 
Sibirani, F.: Di una identitä numeriea. Boll. Un. Mat. Ital., II. s. 1, 80—81 (1939). 
Die Identität bei Conforto (vgl. dies Zbl. 20, 252) ist ein Sonderfall der von Netto 

(Lehrbuch der Combinatorik, $. 20, Leipzig 1901) angegebenen Gleichung 


ka 


q gt 
(nn Eu kan kn — 2r)n 
2 er) > Bahn n nr r<g 


a 


aus der Verf. noch andere ähnliche Beziehungen ableitet. Harald Geppert (Gießen). 
Sewell, W. E.: Einige Ungleiehungen, die mit der Exponentialfunktion zusammen- 
hängen. Rev. Ci., Lima 40, 453—456 (1938) [Spanisch]. 
Elementarer Beweis der Abschätzungen (=zx,n>|]) 
n 


P 7 
n _ — ei > 
ee | und e&— ern 


Harald Geppert (Gießen). 
Mitrinovich, Dragoslav $.: Sur une formule d’analyse. Rev. Ci., Lima 40, 449—452 
(1938). 
Die (1<) r— n-te Derivierte der Funktion A= y9+&,(2) yr-d-+---+&n-1(8) y’ 
+ %„(2)y, wobei auch y eine Funktion von x bedeutet, ist offenbar von der Form 
my HB, (a) yed+-+ß,-1,,(2)y4Pr,r(2)y. Für die Koeffizienten ß,,, (x) 
k=v 


wird die folgende Formel abgeleitet: ß,,, => ER oa® u=max(l,g—r-+n), 
v = min(g, n). ee O. Boruvka (Brno). 
Bonferroni, Carlo E.: Aleune trasformazioni di integrali. Boll. Un. Mat. Ital., 
II. s. 1, 44—46 (1939). 
Aufstellung von Formeln, die zur Umformung von Integralen dienen können, so 


; ; [He 2) 948 Das 
fie x) g(s, 2) ds N (s, ©) 9(s, 8) exp 8 — ———— dt|ds 
0 6 /fe: x) 9(s, $)ds 


und ähnliche. L. Schrutka (Wien). 


Amante, Salvatore: Sulle funzioni analitiche numerico-integrali. (Firenze, 1.—3.1IV. 
1937.) Atti 1. Congr. Un. Mat. Ital. 181—182 (1938). 
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Petroviteh, Michel: Sur une espece de quasi-invariants numöriques. Bull. Acad. 
Sci. Math. Nat., Belgrade Nr 4, 43—59 (1938). 

The author defines a numerical quasi-invariant as a function @(2,...2;) of a 
finite number of variables, whose value is limited to a given interval, say (0,1), for 
all values of the variables, e.g. (22 + y®)/(1 + x? + y?). He announces the theorem 
that if y is an entire function of finite order and has all of its zeros real, then 

(Neu ee rc ee elokforder 2 
J=onrm „g where u= — 7 irrlogy and h= p+1lif y is of order 2p 


or 2p + lisa numerical quasi-invariant. Similarly if y is a polynomial with all zeros 


(7 
real, then for suitable &, ß, auy” +ß is a numerical quasi-invariant outside of the 


interval containing all the zeros of y. He indicates a method for finding polynomials 
with only real zeros. Also, an application of these results to properties of solutions 
of certain differential equations. Hildebrandt (Ann Arbor). 

Brödel, Walter: Funktionen mit Gaußischer Mittelwerteigenschaft für konvexe 
Kurven und Bereiche. Deutsche Math. 4, 3—15 (1939). 

Bekanntlich ist für die Potentialfunktionen in einem Bereich der Ebene charak- 
teristisch, daß der Wert der Funktion an einer Stelle P gleich ist dem Mittelwert 
der Funktion über jede Kreisscheibe mit P als Mittelpunkt, bzw. daß er gleich ist 
dem Mittelwert über jede Kreisperipherie mit P als Mittelpunkt. Betrachtet man 
nun ein beliebiges konvexes Gebiet /' mit dem Rand ß und einem im Innern von I" 
gelegenen Punkt //, so wird gefragt nach den Funktionen f(x, y), die in einem Be- 
reich der Ebene stetig und eindeutig sind und so beschaffen, daß für jedes aus dem 
System T', 6, IT durch homothetische Ähnlichkeitstransformationen hervorgehende 
System @, b, P der Wert von f(x y) in P gleich ist dem Mittelwert von f in @ bzw. 
gleich ist dem Mittelwert von f auf db. Bei Zugrundelegung eines nicht kreisförmigen 
Gebietes können für f im allgemeinen nur ganze rationale Funktionen von x und y 
auftreten; bei beliebigen // in I’ sind nur lineare Funktionen möglich; damit für f 
auch Polynome höheren Grades erhalten werden können, muß // mit dem Schwer- 
punkt von I’ bzw. ß zusammenfallen. Schließlich werden noch Ausnahmegebiete be- 
stimmt, für welche bei dieser Wahl von // auch Funktionen, die nicht Polynome 
in x und y sind, auftreten können. Hornich (Wien). 

Dobsch, Otto: Matrixfunktionen beschränkter Schwankung. Lotos 86, 1—5 (1938). 

Auszug der in dies. Zbl. 18, 118 besprochenen Arbeit. 

Kovanko, A.S.: Sur une methode directe de lanalyse de quelques surfaces 
quarrables. Mitt. Forsch.-Inst. Math. u. Mech. Univ. Tomsk 2, 48—56 (1938). 

Es sei die Fläche 


z=o(u,v) = ap) Pl): y= vu, ®) = Ibıyırla) Yard), 
2 = x(u, v) = arxırlu) tere) (<uwv=<l) 


gegeben; dabei seien a,,b;, 6, > 0, 


Da Dia Ira 


konvergent, 1x» :: -, X2r Stetig, gleichmäßig beschränkt und die totalen Variationen 
=]1. Dann ist die Fläche quadrierbar und der Flächeninhalt durch das klassische 


Integral I [YES Frau dv 
gegeben. Kamke (Tübingen). 
Rao, B. S. Madhava, and K. Venkatachala Iyengar: On an inequality concerning 
lattice sums. Proc. Indian Acad. Sci., Sect. A 8, 524-528 (1938). 
Beweis der Ungleichungen f(a, b,c) > f(b,a,c), A>2r, und f(a,b,c)<f(b,a, c) 
für A=2r — 3, wo a akn? 


Fey 
NılaNns 
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r> 3 (Konvergenzbedingung); n,,”g3,"3 durchlaufen alle positiven ganzen Zahlen; 
a, b, c nichtnegativ, a> b. Spezialisierung auf den Fall c= 0, Verallgemeinerung auf 
ähnliche Gittersummen in mehr als drei Dimensionen. J. Meixner (Gießen). 

Leighton, Walter: Sufficient eonditions for the convergence of a continued fraetion. 
Duke math. J. 4, 775—778 (1938). 

Using a wellknown transformation the author proves a convergence criterion for 
the continued fraction Fr There seems to be a misstatement of the assumptions 
in the body of the theorem. He actually uses the assumptions (1,6). Remark of 
the reviewer: the last assumption in (1, 6) (which is rather restrictive) can be removed. 

Otto Szdsz (Cincinnati, Ohio). 

Leighton, Walter: A test-ratio test for eontinued fraetions. Bull. Amer. Math. Soc. 


45, 97—100 (1939). 
Theorem 1. If the ratio is less than or equal to k< 1 for n suffieiently 
1 di be 


large, the continued fractionz=1+ Ta in which the 6, are complex num- 
bers =#0, converges at least in the wider sense. If | is greater than or equal 


to k>1 for n sufficiently large, the continued fraction e diverges by oscillation. If 


dn+1 


the limit of = is unity, the continued fraction x may converge or diverge. Theo- 


rem 2 gives a general theorem on convergence of continued fractions x. (See also this 
Zbl. 14, 208.) J.F. Koksma (Amsterdam). 

Wintner, Aurel: On the smoothness of infinite convolutions of the type oceurring 
in the theory of the Riemann zeta-funetion. Amer. J. Math. 61, 231—236 (1939). 

Estimates for the Fourier-Stieltjes transform of certain distribution functions are 
given without restriction as to dimensionality. For their relation to previous results 
comp. this Zbl. 14, 154—155. Otto Szdsz (Cincinnati, Ohio). 

Jessen, Börge: Sur un problöme de Lagrange concernant l’argument d’un poly- 
nöme trigonomötrique. ©. R. Acad. Sci., Paris 207, 1081—1084 (1938). 


Let 9(t) denote a continuous branch of the argument of the trigonometric polynomial 


N 
(1) F(t) =D a„eihnt, 
n=1 
The present Note states that for any polynomial Ft) 
(2) e(t) = ct -+ oft) 
(c = constant, given explicitly) a result which various writers have established previously, 
under specific asumptions concerning N,a,, A, in (1). — The proof (promised for a more 


extensive article elsewhere) is here but sketched. It is based upon the properties of the con- 
tinuous convex function 


ö 

; 1 . 

vi) = Nm 3 [loglite + inldt, 
v4 


where f(s) “Da, e!"® (e=o-+it) is an analytic almost periodic function in the stripa <o <ß 
(not necessarily a polynomial). J. Shohat (Philadelphia). 

@ Böhmer, Paul Eugen: Differenzengleichungen und unbestimmte Integrale. 
Leipzig: K.F. Koehler 1939. VIII, 149 $., 3 Taf. u. 12 Fig. RM. 6.50. 

A compact introductory treatment, indicating the setting of difference equations 
in mathematics and introducing the reader to some of the common methods and 
special functions which play a significant röle in this field. Chapter titles suggest 
selection of material: I. Statement of the problem and fundamental ideas; II. Periodic 
functions; III. Summation of rational functions; IV. Gamma-function; V. Incomplete 
Gamma-function. Ö. R. Adams (Providence). 

Lancaster, Otis E.: Non-linear algebraie difference equations with formal solutions 
of the same type as the formal solutions of linear homogeneous differenee equations. 
Amer. J. Math. 61, 187—209 (1939). 

The equation considered is (1) F(x, y(®), ya +D,...,y(®+m)) = 0, where F 

14* 


212. 


is a polynomial with rational coefficients in its arguments; the main question posed is: 
what is the nature of F when (1) has a formal solution of the same general type [type (2)] 
as that of the formal solutions of linear homogeneous algebraic difference equations 
(see Birkhoff, Acta math. 54, 205—246)? The “obvious Theorem 1” divides the 
problem into two cases, in each of which the expected “Puiseaux diagram” figures 
prominently. For the homogenenus equation (1) the results include: two conditions 
each sufficient for (1) to have no formal solutions of type (2); a condition sufficient 
for (1) to have such a formal solution; and two conditions each sufficient for (1) to have 
an oo of such solutions. C. R. Adams (Providence). 

Rieei, Giovanni: Ricerehe italiane di analisi, durante P’anno XV E.F. (26. riun., 
Venezia, 12.—18. IX. 1937.) Atti Soc. ital. Progr. Sci. 2, 1—46 (1938). 


Picone, Mauro: L’attivitä dell’istituto per le applicazioni del ealcolo nel quadriennio 
XI—XV E.F. (26. riun., Venezia, 12.—18. IX. 1937.) Atti Soc. ital. Progr. Sci. 4, 
51—56 (1938). 


Approximation von Funktionen. Orthogonalentwicklungen: 

Mareinkiewiez, J.: Un th&oreme sur Pinterpolation. Mathematica, Cluj 14, 36—38 
(1938). 

Data la funzione f(x) periodica a periodo 27, ’A. considera la derivata U/, (x) del 


polinomio trigonometrico interpolante: 
(n) % 
a 


U,l[f, &] = U,(e) = 5 + Dr (at cosyx + b}” sinvr), 
1 


ottenuto prendendo come punti dell’interpolazione in (— 77, 7) i punti z”=2r:i/2n+1, 
@=0,+1,+42,...,+n), e trova che, se /(x) € assolutamente continua, e ammette 


derivata /’(x) di quadrato sommabile, allora si ha, quasi dappertutto, 
1...n 


ee 
>23 ea Luigi Beretta (Firenze). 

Kac, M.: Reconnaissance de priorite relative & ma note „Une remarque sur les 
polynomes de M. S. Bernstein“. Studia Math., Lwöw 8, 170 (1939). 

L’aut. a donne& (ce Zbl. 18, 207) l’ordre de l’approximation d’une fonction Lip- 
schitzienne par ses polynomes de Bernstein. Une propriete plus generale a &te donnee 
par le ref. (ce Zbl. 10, 295), pour laquelle l’aut. donne une demonstration nouvelle. 

T. Popovicwu (Cernäufi). 

Wilson, R.: A note on the asymptotie properties of orthogonal polynomials. Bull. 
Amer. Math. Soc. 45, 190—192 (1939). 

Es handelt sich um die Polynome Q,(2) (n= 0,1,2,...), die als Teilnenner bei 

1 


der Kettenbruchentwicklung des Stieltjesschen Integrals /(z)= f un auftreten; hiebei 


ö 1 
ist y(u) nicht abnehmend in (0,1) und so beschaffen, daß alle Momente c,;, = H. u*dw(u) 


ö 
existieren (k=0,1,...),cg>0 ist. Falls z nicht dem Intervall (0, 1) angehört, ist 
nach dem Poincareschen Satze über lineare Differenzengleichungen lim nn vor- 
n>o An 
handen, und zwar gleich einer Wurzel einer charakteristischen Gleichung. Verf. fügt 
für das Ausnahmeintervall die Beziehung hinzu: 
1 
; = 1 
„im oe, |9n2) |” = ‘4 ‘ Hermann Schmidt (Jena). 
Peebles, G. H.: An equivalence theorem for series of orthogonal polynomials. Proc. 
nat. Acad. Sci., Wash. 25, 97—104 (1939). 
Soit ?„(2, 9) un systeme de polynomes de degre nn = 0,1,2,3,..., orthogonal 
et normal dans l’intervalle (a, d) suivant la fonction p(x), integrable et non-n&gative 
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dans (a, b) et soit Ze, (P)Pn(x, 9) la serie de Fourier correspondante. Le thöor&me 
suivant Pau a est demontre: Soit f(x) une fonction telle que les 
integrales ) f&)pıla)dz, [ !(z)Yılz)dz existent et supposons qu’ils existent une fonc- 
tion yY(x), Bere une Sala qui satisfait & la condition de Ip iv d’ordre o 
dans (a, 5) et une suite finie de points &,, 25, ... ., 2„ tels que @,(2) > k ZU \ — #9, (x 

et 9,(2) = y(x)P,(z) presque partout, oü k & une constante ER 4 ==0.8 
les polynomes p,(%, 9) sont bornes et y(z au e—-»|#<0ona 


„im BACH Pı)Pi(®, 91) — ne, 9%) =0. 
N.Obrechkoff (Sofia). 

Sansone, Giovanni: Condizioni sufficienti per il problema dei momenti rispetto al 
sistema ortogonale di Legendre. (Firenze, 1.—3. IV. 1937.) Atti 1. Congr. Un. Mat. 
Ital. 147—150 (1938). 

Si tratta di un riassunto del lavoro pubblicato con lo stesso titolo per esteso nei 
Rend. Semin. mat. Roma, IV.s. 2, 1—13 (1938) (cfr. questo Zbl. 18, 352). Sansone. 

Heuser, Paul: Zur Approximation analytischer Funktionen durch Polynome. Math. 
Z. 45, 146—154 (1939). 

Nach einer von Walsh [Math. Ann. 96 (1926)] herrührenden Verschärfung eines 
bekannten Rungeschen Satzes läßt sich eine im Innengebiet einer Jordankurve C 
reguläre, im abgeschlossenen Bereich stetige Funktion F(z) in diesem gleichmäßig 
durch Polynome approximieren. Verf. zeigt nun, daß für den Fall eines konvexeu C 


sich solche Polynome aus der A-Summation einer gewissen Reihe Da,p, (z) ergeben; 


dabei sind die p,(z) nur von Ü abhängige Fabersche Polynome, die zu C bzw. einer 
Niveaulinie C„ bei der Abbildung 2 = 4 -. des Außengebietes auf ein Kreis- 


inneres |7| <’ 0 gehören, während die a, für die Funktion charakteristische Konstante 
sind. Der Beweis beruht auf einer im abgeschlossenen Inneren gleichmäßig gültigen 
Grenzwertsdarstellung F(z) = lim -_ j' DD ge, wobei 07, eine geeignete, (' ein- 
N>DLETV E—z 
On 

schließende Kurve, ®,„(2) mit Hilfe gewisser konformer Hilfsabbildungen zu erklären 
ist. Reihenentwicklung im Integranden mittels Faberscher Polynome, gliedweise Inte- 
gration und schließlich Anwendung einer früher vom Verf. angegebenen Transforma- 
tion [Math. Z. 38 (1934); dies. Zbl. 9, 114] führen dann zum Ziel. Hermann Schmidt. 

Walsh, J. L., and W. E, Sewell: Note on degree of trigonometrie and polynomial 
approximation to an analytie function. Bull. Amer. Math. Soc. 44, 865—873 (1938). 


Let f(z) be analytic in the annulus o > |2| > 2 ‚e>1, and satisfy a Lipschitz 


condition on the entire boundary. The authors establish a close relationship between f(z) 
and the degree of approximation on |z| =1 of its Laurent development. They apply 
this result to other domains of analyticity by means of conformal mapping. S2ds2. 
Favard, J.: Sur P’approximation des fonetions. Bull. Sci. math., II. s. 62, 338—351 
(1938). 
Let y(x) be monotone, non-decreasing in a given finite interval, say, (—1,1), 
1 


with infinitely many points of increase (y(0) = 0, Er dy=1). Denote by {p,(z)} 


(n=0,1,...) the corresponding orthonormal er of Tchebycheff polynomials. 
Consider a elass (C) of functions f(x) defined on (—1,1) and a functional F(®) on (C) 
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such that: (1) F(})>0 [equality only if f(x) = const, or, in some cases, polynomial 
of fixed degree]; (2) /< (C) implies ef (C) (c = arbitrary const.), and F(cf) = le| FM). 
With f(x) we associate the polynomial series 


co 1 
Ma) - Zum), %= Itoray. (1) 
k=0 — 


Consider the summation of series (1) by means of a given set of constants 

Yr (k=0,1..„m—1;m=12,..;%=)), 
and the resulting approximation of f(x), i.e. the least upper bound on SE 1,1) [fo (N)} 
of |f(«) — Syraıpı(a) |. The upper bound e7,(C) (if this is finite) of = is taken 
as measure of approximation by the given method of summation as applied to (C). 
The author studies o},(C), for various {y/'}, also for various (x) (by means of Helly’s 
Theorem). This leads to the best method of approximation for (C). — By specifying (CO) 


and F(f) (for ex., F(f) = sup. Aller 2 (<M ). the author derives results pertain- 


en 
ing to the best polynomial approximation of continuous functions on (— 1,1). — 
Illustration: (I) I£ |f(2) — a’)| <= M |xe — «| (-1<=x, 01), then the order of 
: ; M 
the approximation of f(x) on (—1,1) by polynomials of degree <m, is Se 


the algebraic number K(m) lies between and 1 and 5 . [Cf. D. Jackson, On Ap- 


‚ where 


proximation by Trigonometric Sums and Polynomials. Trans. Amer. Math. Soc. 13, 
491—515 (1912). Ref.] (II) I£ |/(2) — f(@)|<=M |e — «| (0<a<01), then the 


above order is MM ih &-1< Km) In“. J.Shohat (Philadelphia). 


& 


Sewell, W. E.: Jackson summation of the Faber development. Bull. Amer. Math. 
Soc. 45, 187—189 (1939). 

Es sei f(z) im Innengebiet einer analytischen Jordankurve ( regulär, im abgeschlos- 
senen Bereich stetig. Genügt darüber hinaus die p-te Ableitung auf C einer Hölderschen 
Bedingung der Ordnung x ((<a<1), so läßt sich f(z) im Bereich nach Curtiss 
(vgl. dies. Zbl. 16, 19) durch Polynome höchstens n-ven Grades bis auf einen Fehler 
O(n”-?-%) approximieren. Verf. zeigt, daß man solche Polynome aus der Faber- 
schen Reihe von f(z) mit Hilfe gewisser, von Jackson in die Theorie der Fourier- 
reihen eingeführter Summationskoeffizienten erhalten kann (die aus dem Fejer- 
schen analogen höheren Kernen entspringen). Der Beweis entspricht dem in einer 
vorangehenden Note (vgl. dies. Zbl. 11, 203) für eine ähnliche Fehlerabschätzung 
bei den Teilsummen der Faberreihe selbst gegebenen. 

Hermann Schmidt (Jena). 

Banerjee, D. P.: On the expansion of a function in a series of Legendre functions 
of the second kind. Math. Z. 45, 142—145 (1939). 

Let z 
ft) = [(l — 2ht + hr) (h)dh 

ö 


where £2(h) is an entire function of hand 2=t— (t? — 1), ||< 1. This equation 
si inverted by means of the formula 


aD) = (1 + m)D, | te) (den) (1) 
3(h+h-') 


and it is found that is (1) lim ztf(2)=0 and z”t/(x”!) has continuous derivatives. 


(2) f(t) is such that ®(h) can be expanded in a convergent power series. Then 


10 = >= Q,()D*(0)/m! 
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The expansion of t-! is derived in this way and the expansion of a function F(t) in 
a series of type Fi) =D Q7(t) 
is briefly discussed. H. Bateman (Pasadena). 

Korous, Josef: Über Reihenentwieklungen nach verallgemeinerten Laguerreschen 
Polynomen mit drei Parametern. Mem. Soc. Roy. Sci. Boh&me 1937, Nr 14, 1—26 
(1938). 

The author considers the orthonormal system (OP) of polynomials {L,(z)} 
(n=0,1,...), corresponding to (0,00) with the weight-function 

L(z) = x*(a + z)Pe”* («> —3;a>0; ß real) 

— generalization of Laguerre polynomials. The main result is the following. Denote 
by »,(&) the sum of the first n terms of the expansion 


a) Kai ahle), % [Lion LUyar. 


o t=0 


Then the existence of f tt yL(t)|f(t) |dt implies 
0 z+6 
(2) ste) = +2 [page — )-"sin2yn(e—1)dt + Male) 
z— 6 


(= 2; &,(2),1n(2)>0, as n>00; 6>0 arbitrary, 2— 6>0). 
[Cf. J. Uspensky, Ann. of Math., II.s. 28, 618 (1927), where a similar result is 
established for Laguerre polynomials and conclusions drawn concerning the con- 
vergence of (1). Ref.] — In order to derive (2), the author estimates the magnitude, 
with respect to n, of the various constants entering into the recurrencerelation for Z, (z), 
also for the OP. corresponding to weight-functions tL(t), (+ a)L(t), t(t + a)L(t). 
He also discusses certain integrals, and their zeros, for the differential equation 

y"+ln —- yaly=I9, ya=+(0?—-429)—- 2 +P +1). 


This yields an estimate, with respect to n, of |Z,(x)|, for various subintervals of (0, oo), 


N 
also of >) ZL,(z)Zy(t)YZ(t), which finally leads to (2). (The paper is not free from 
k=0 
misprints.) J. Shohat (Philadelphia). 
Korous, Josef: Über Entwicklungen der Funktion einer reellen Veränderlichen in 
Reihen einer gewissen Klasse orthogonaler Polynome im unendlichen Intervalle. Mem. 
Soc. Roy. Sci. Boh&me 1937, Nr15, 1—19 (1938). 
(Cf. preceding Abstract.) Formula (2) of the preceding Abstract is here extended 
to expansions in series {Q, (z)} of OP corresponding to (0, ©), with the weight-function 
Q9(z) = z*(l + z)Pfe”"@(z), («>—}$, Preal, +0) 
where @(x) is properly restricted as to its behavior at infinity and integrability. The 
author makes use of the properties of Z„(x), previously established and here supple- 
mented, also of the properties of P„(x) — OP corresponding to the weight-function 
P(x)=x*(1 + z)Pfe”R(z), where R(z) is a properly specified polynomial in a certain 
finite interval (0 <e?< x=< B?) and = positive constant elsewhere in (0,00). This 


n 
P(x) is employed to approximate Q(x), in a certain integral sense, so that >, Pı( 2) Pı(t) 
n =0 
yields an approximation for 2) Q,(x) Qx(t), and (2) follows. J. Shohat (Philadelphia). 
er) 


Reihen: 

Guinand, A. P.: Finite summation formulae. Quart. J. Math., Oxford Ser. 10, 
38—44 (1939). 

Es wird, anknüpfend an die bekannten Summenformeln von W.L. Ferrar (dies. 
Zbl. 17, 12) und Guinand (dies. Zbl. 18, 363), welche sich auf unendliche Summen 
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beziehen, die folgende Summenformel samt ihrer Reziproken gegeben, die sich auf 
endliche Summen bezieht I durch Einfachheit auszeichnet. Seia,?=1,2,...,N, 


derart gegeben, daß 
2 Be San = ber! 
ea 


für s=1 und 1/2 absolut konvergiert, und sei |/(«) * K, 2>0; dann ist 
N N 
Da,f(in) =D ang(n) mit g(e) = ballenfe) /z und f(x = Tbrgt c„/z)/x. — Es 
n=1 n=1 


werden weiter einige Beispiele wie auch die damit in BR stehenden selbst- 
reziproken Funktionen betrachtet. Karamata (Beograd). 

Taylor, A. E.: A note on uneonditional eonvergence. Studia Math., Lwöw 8, 
148—153 (1939). 

Demonstration directe et simple de deux theoremes qu’on peut obtenir möme 
comme corollaires d’un th&or&eme dü & Banach et Mazur (ce Zbl. 8, 317). 

@. Alexits (Budapest). 

Sunyer i Balaguer, F.: Sur une elasse de transformations des formules de somma- 
bilite. C. R. Acad. Sci., Paris 208, 409—411 (1939). 

Definition de formules de sommabilite nouvelles. E. Kogbetliantz (Paris). 

Boas jr., R. P., and $. Bochner: On a theorem of M. Riesz for Fourier series. J. 
London Math. Soc. 14, 62 ) 


Es seien f}, fg, .. komplexwertige auf O9<t<2n LP-integrierbare Funktionen 
2n 


(p >1) derart, daß die Ungleichung N | DiI% j dt<oo(r >|) gilt; es seien s,,, 
n=1 


»=0(,1,2,... die Teilsummen der Fourierreihe von ,, n=1,2,... und f„ die 
konjugierte Funktion von }„, n=1,2,..., dann ist 
2 
er oa (SI) dt, . 
ET 
27 27 
SON © vlr 
(Zins. |) «, 
n=1 n=]1 
{) N) 
wenn A,, eine nur von p und r abhängige Konstante ist. L. Cesari (Pisa). 


Szhsz, Otto: Über die Cesäroschen und Rieszschen Mittel Fourierscher Reihen. 
Comment. math. helv. 11, 215—220 (1939). 


N n 
. 1 m . . . . 
‚Sind P=-IstV, k=0,1,2,..,.5" =)a, die iterierten Teilsummen der 
im) 


° 
Folge a,, so sind die Cesäroschen Mittel definiert durch 0% = st / Io N) und die 


N 
Rieszschen, für die zugehörige Folge A, = n, durch RP = (n + I “. +1-r%a,. 
Ref. hat bewiesen und zur Publikation eingereicht, daß R® — > oe, >. 


Dies ergibt Satz C: Wenn C(®>0,n=0,1,2,..., dann ist Re > >0,n=0,1,2,. 

Von dieser Formel berechnet Verf. den Fall Be = 2. Fejer [J. London Math. Soc. 
8, 53—62 (1933)] hat bewiesen Satz A: Es sei für O<x<rn f(x) > 0 und nach oben 
konvex; dann sind für die Fouriersche Sinusreihe von f(x) alle Kurven y = C®(z), 
n=1,2,3,.... 0<xz<r, oberhalb der x-Achse gelegen und nach oben konvex. 
Verf. beweist, indem er dem Fejerschen Gedankengang folgt, den Satz B, der aus A 
hervorgeht, wenn man dort C® ersetzt durch R?. Verf. macht damit zum erstenmal 
eine Aussage über die Positivität von Rieszmitteln, worin enthalten ist, daß Satz C 
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für k> 2 nicht umkehrbar ist; für k=1 ist RÜ= (WW. Er zeigt in $4, daß R® 
für n> © einem Grenzwert zustreben kann, während (2 oszilliert. Kienast. 
Mareinkiewiez, Joseph: Sur la sommabilit& H, de series de Fourier. ©. R. Acad. 
Sci., Paris 208, 782-784 (1939). 
La sommabilite ‚forte‘ d’ordre k, bref la sommabilit& (H,), d’une suite {s,} avec 


la „somme“ s est definie par n Ve 
im (1 > Im — sj? | = 0 
n=oo|\ N 2 A 
m=1 


Dans sa note l’auteur generalise un theoreme de M. A. Zygmund relatif & la somma- 
bilite (4,) pour k=2 de la serie de Fourier d’une fonction f(x) avec produit 
7-log?(1 + 2) integrable (Z). Cette generalisation supprime la restriction k< 2 &ten- 
dant le resultat & toutes les valeurs positives de k et & la serie de Fourier d’une 
fonction de plusieurs (r) variables: Cette serie est sommable presque partout (H,) 
pour tout k > 0 si le produit f-log”+!(1 + /2) est integrable (L). E. Kogbetliantz. 

Agnew, Ralph Palmer: Cores of complex sequences and of their transforms. Amer. 
J. Math. 61, 178—186 (1939). 

Ist (s],5g,...) eine komplexe Folge und ist 0, für n=1,2,... der kleinste 
konvexe Bereich, der die Restfolge (s,, 341, .. .) enthält, so wird der Durchschnitt 
C=(,0,...nach K. Knopp [Math. Z.31, 97—127 (1929)] als der Kern der Folge (s,) 
ee Enthält der Kern keinen endlichen Punkt, so heißt (s,) bestimmt divergent. 
— Durch die Matrix A=|a,.| (k<n; n=1,2,...) mit beliebigen komplexen 


Elementen werde die Folge (s,) in die Folge (o,) mit 0, =D) a„xs; transformiert. 
Kk=1 


Geht dabei jede konvergente Folge (s,) in eine zum gleichen Wert konvergente Folge (o,) 
über, so heißt die Transformation A regulär. — Ist die Matrix A regulär und sind 
zudem alle a,;=0, so enthält nach dem Knoppschen Kernsatz (a.a. O0.) der Kern 
von (s,) stets den Kern von (o,), insbesondere folgt also aus der bestimmten Divergenz 
von (s,) stets die von (0„). Verf. zeigt dazu u. a., daß bei einer regulären Transforma- 
tion A die Existenz eines Index X, mit dem a,,>0 fürk=>K gilt, 1. notwendig 
und hinreichend dafür ist, daß aus der bestimmten Divergenz von (s,) (oder aus 
Rs„—> +%) stets die bestimmte Divergenz von (o„) folgt; 2. notwendig und hin- 
reichend dafür ist, daß der Kern von (s,) stets den Kern von (o„) enthält. Dafür, 
daß bei einer regulären Transformation A für jede beschränkte Folge (s,) der Kern 


n 
von (s,) den Kern von (o,) enthält, ist das Bestehen der Beziehung lim 7) |a,.|=1 
no 1 


notwendig und hinreichend. — Schließlich wird in Verallgemeinerung eines Satzes 
von H. Steinhaus [Prace mat. fiz. 22, 121—134 (1921)] gezeigt: Ist A eine reguläre 
Transformation und Z eine nichtleere, abgeschlossene Punktmenge, so gibt es eine 
Punktfolge (s,) aus Z, bei der die Menge der Häufungspunkte von (s,) mit Z zusammen- 
fällt, während die Menge der Häufungspunkte von (o„) E enthält. Ist insbesondere 
A regulär und gilt mit einem Index K stets ,,=>0 für <=K, so gibt es zu jeder 
nichtleeren, abgeschlossenen, konvexen Punktmenge E eine Folge (s,), für die sowohl 
der Kern von (s,) als auch der Kern von (o,) mit E zusammenfällt. F. Lösch. 

Vignaux, J. €.: II teorema di Abel per le serie doppie e la sua generalizzazione, 
Boll. Un. Mat. Ital. 17, 209—214 (1938). 

Die bekannte Tatsache, daß für eine Doppelreihe Zu 9mn: die beschränkt und 


konvergent oder (C, r, s)-beschränkt und (C, r, s)- u nfrbar (r,s > —1) zum Wert a 
ist, die Beziehung lim Dre Ya 0=2,y4=<]) 


z,y>1 m,n 
gilt, wird durch unmittelbare Übertragung einer für einfache Reihen geläufigen Me 
thode bewiesen. F. Lösch (Rostock). 
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Rado, R.: Some elementary tauberian theorems. II. Quart. J. Math., Oxford Ser. 
10, 28—37 (1939). 

Es werden die Integralanaloga der in Teil I (dies. Zbl. 20, 17) bewiesenen reihen- 
theoretischen Sätze gegeben und durch verschiedene Beispiele gezeigt, inwieweit sie 
die bestmöglichen sind. Karamata (Beograd). 


Spezielle Funktionen: 

Touchard, Jacques: Sur les sinus du troisitme ordre. ©. R. Acad. Sci., Paris 208, 
491—443 (1939). 

Die „Sinus dritter Ordnung‘ /,(z) sind definiert durch 

3/,(2) = & +0’? + 02’ ee? e=1,2,3), 
wo o eine primitive dritte Einheitswurzel ist. Sie gestatten eine komplexe Multiplika- 
tion: Dann und nur dann läßt f,(mz) sich durch ein Polynom in f, (z), f2(z), /,(2) aus- 
drücken, wenn m eine ganze Zahl des Körpers der dritten Einheitswurzeln ist. Das 
Problem der Division führt auf eine Eliminationsfrage. W. Franz (Gießen). 

Touchard, Jaeques: Sur P’&quation differentielle des sinus du 3° ordre. C. R. Acad. 
Sci., Paris 208, 618—620 (1939). 

Im Anschluß an die vorstehend referierte Arbeit werden Funktionen F,(z) (v=1,2,3) 
betrachtet, welche mit Hilfe der Weierstraßschen Re-Funktion mit ,=0, gg =1 
in analoger Weise gebildet sind wie die Sinus 3. Ordnung f,(z) # =1, 2,3) mit Hilfe 
der Exponentialfunktion. Sie stellen sich ein als weitere Lösungen der Differential- 
gleichung „3 ‚3 2 guy] 
der Sinus 3. Ordnung. re nn W. Franz (Gießen). 

‚Dwyer, W. A.: Certain incomplete numerical funetions. Bull. Amer. Math. Soc. 45, 
101—107 (1939). 

Setzt man für O< J(r) den Ausdruck 


Da er rir—2hiyotg(x — hr) = X(z, y) 


und benutzt die Existenz von — x(ioo, y) =0(y), so zeigt sich die Verbindung 


O(2)x(c +yx +2) —0(z +2)xX(y,2) rational bestimmt durch 6-Funktionen ge- 
l+r 
2 
8 verschiedene Identitäten, gleichmäßig im Parameter r. Nach Ausscheidung von T 
im Koeffizientenvergleich ergibt sich die Möglichkeit, bekannte Ergebnisse aus dem 
Gebiet der quadratischen Formen einheitlich zu verstehen. Insbesondere zeigt sich 
die Zerfällung natürlicher Zahlen als Summe dreier Quadrate in ihrer Abhängigkeit 

von den Restklassen mod.8. Maier (Greifswald). 

Watson, 6. N.: Another note on Laguerre polynomials. J. London Math. Soc. 14, 
19—22 (1939). 

Verf. geht von der erzeugenden Funktion der abgeleiteten Laguerreschen Poly- 
nome aus, wobei das Produkt einer Exponentialfunktion und eines Potenzausdrucks 
in eine unendliche Reihe nach den genannten Laguerreschen Polynomen entwickelt 
wird. Außerdem benutzt er die Hille-Hardysche Entwicklungsformel für das Produkt 
einer Besselschen Funktion erster Art, einer Exponentialfunktion und einer gebrochenen 
Funktion in eine unendliche Reihe, deren Glieder Produkte Laguerrescher Polynome 
enthalten. Durch eine Umformung der Gegenbauerschen bestimmten Integralformel 
für eine Besselsche Funktion erster Art gelangt er unter Benutzung der obengenannten 
Grundlagen zu einem Integralausdruck für die Summe einer unendlichen Reihe, deren 
Glieder Produkte Laguerrescher Polynome enthalten. Durch Entwicklung der unter 
dem Integralzeichen auftretenden Besselschen Funktion in eine unendliche Reihe nach 
Laguerreschen Polynomen und durch Gleichsetzen entsprechender Glieder auf beiden 


eigneter Argumente und 6’ E In den 3 Veränderlichen x, y, z bestehen zunächst 
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Seiten der entstehenden Gleichung gelangt Verf. zu einer bestimmten Integralformel 
für das Produkt zweier abgeleiteter Laguerrescher Polynome gleicher Ordnung, mit 
verschiedenen Argumenten, wobei unter dem Integralzeichen ebenfalls ein solches 
Polynom auftritt. Diese Formel verallgemeinert Verf. zu einer analogen Gleichung, 
wobei an Stelle der Laguerreschen Polynome Laguerresche Orthogonalfunktionen auf- 
treten. Diese Formel benutzt Verf. zur Berechnung einer oberen Grenze für eine 
solche Laguerresche Orthogonalfunktion, absolut genommen, in einem unendlichen 
Intervall des Argumentes. M. J.O. Strutt (Eindhoven). 


Burkhardtsmaier, Wolfgang: Berechnung der komplexen Nullstellen der Besselschen 
Funktionen erster Art. Deutsche Math. 4, 64-80 (1939). 

Bekanntlich besitzt die Gleichung J_,(z) =0 für jedes nichtganzzahlige v» > 1 
eine endliche Anzahl komplexer (= nichtreeller) Wurzeln. Die vorliegende Arbeit ent- 


wickelt eine praktisch brauchbare Methode zu ihrer numerischen Berechnung. Aus- 
— n+iso 
gehend von der Integraldarstellung J_,(z2) = — 3 un, dw wird mit Hilfe 


r+ioo © 
der Sattelpunktsmethode eine asymptotische Entwicklung J_,(z2) = A(2,»)}1-+ > a 
=1 


N 
hergeleitet und hierauf 2.aus der Gleichung A (2, v) = O in erster Näherung berechnet; 
indem der so gefundene Wert für z weiter als Näherungswert einer Wurzel der Glei- 
chung A(z,v)}{1+a,}=0 bzw. A(z,v){l+a, +0, + a, =0 aufgefaßt und nach 
Newton verbessert wird, erhält man auf diese Weise die gesuchte Nullstelle mit 
praktisch ausreichender Genauigkeit. Als Ersatz für die ihrer Kompliziertheit wegen 
nicht durchgeführte Fehlerabschätzung wird unter Benutzung anderweitig gewonnener 
Vergleichswerte wenigstens eine plausible Schätzung der Güte der berechneten Werte 
vorgenommen. Schoblik (Brünn). 


Dhar, S. €.: On certain funetions which are self-reeiprocal in the Hankel transform. 


J. London Math. Soc. 14, 30—32 (1939). 
Eine Funktion @(x) heißt hinsichtlich der Hankeltransformation „selbstreziprok‘“, 


wenn 9(x) —/ Yayd,(ei)p()dt gilt (Hardy-Titehmarsh). Verf. zeigt, daß die 
0 
beiden mit Hilfe der Whittakerschen W,;,„-Funktionen gebildeten Funktionen 


E47 
ar F2m-Iet W_, sm), „(2) diese Eigenschaft besitzen; abschließend werden einige 
Sonderfälle hiervon notiert. Schoblik (Brünn). 

Varma, R.-$.: Sur les fonctions de Bessel du troisiöme ordre. J. Ecole polytechn., 
III.s. 145, 33—35 (1939). 

I£ II(m) II(n) Im ‚n(32) = 2"+" Fa(m + 1,n +1, — 2?) the author finds that with 
the notation of the transformation of Laplace 

2m—-n 
pirm(—2p dt ° Inn). 

This formula is generalised to the case of n — 1 variables of type m, n and is particular- 
ised by putting m = 2n when 
Jan,n(34) par En un 


Flint z;2n+l; — 4722). 


The author evaluates the integral ji tet] ,n[S(axt)] D;(z)dx, where D,(x) is 
ö 
Weber’s function, and finds that f(x) = «+}et®"D_,,_3(x) is a solution of the inte- 


gral equation = 
/(®) -[Yeysteniady. H. Bateman (Pasadena). 
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Erdölyi, A.: An integral representation for the product of two Whittaker funetions. 
I. London Math. Soc. 14, 23—30 (1939). 

Verf. geht von einer Reihenentwicklung für das Produkt zweier konfluenter hyper- 
geometrischer Funktionen aus, wobei die einzelnen Glieder der Reihe wieder kon- 
fluente hypergeometrische Funktionen sind, multipliziert mit Potenzausdrücken. Weiter 
benutzt er eine bestimmte Integraldarstellung für eine konfluente hypergeometrische 
Funktion, wobei der Integrand das Produkt einer Exponentialfunktion und eines 
Potenzausdrucks ist. Durch Umformung erhält Verf. eine bestimmte Integralformel 
für das Produkt zweier gleicher konfluenter hypergeometrischer Funktionen gleicher 
Argumente, mit verschiedenen Parametern, wobei im Integranden wieder eine solche 
konfluente hypergeometrische Funktion auftritt. Hierauf erweitert Verf. sein Er- 
gebnis zu einer Formel für das Produkt zweier konfluenter hypergeometrischer Funk- 
tionen mit verschiedenen Veränderlichen und Parametern. Zum Schluß untersucht 
Verf. einen Grenzfall der zuletzt erhaltenen Formel. M.J.O. Strutt. 


Koppenfels, Werner v.: Die Lam&-Hermitesche Gleichung im Lichte der konformen 
Abbildung. S.-B. Bayer. Akad. Wiss. 1938, 185—188 (H. 2). 

Es werden die Eigenschaften der Lösung von Lames Differentialgleichung, die 
von Hermite und Halphen eingehend untersucht wurden, hier unmittelbar aus 
der konformen Abbildung einer Halbebene auf ein Kreisbogenviereck erschlossen. 
Dieser Weg verdient wegen seiner Kürze hervorgehoben zu werden; er zeigt insbe- 
sondere den Zusammenhang der Hermiteschen Lösung mit dem elliptischen Normal- 
integral III. Gattung in einfacher Weise auf und ergibt die Abhängigkeit der beiden 
wesentlichen Parameter der Differentialgleichung — Doppelverhältnis derVerzweigungs- 
punkte und akzessorischer Parameter — von den geometrischen Konsvanten des Kreis- 
vierecks. Möller (Gießen). 

Rademacher, Hans: The Fourier series and the funetional equation of the absolute 
modular invariant J(r). Amer. J. Math. 61, 237—248 (1939). 

Für 0< {%(r) kann durch die Bedingungen 


ae (=) = 12-3e-2rir + 0(1) 1) 
die absolute Modularinvariante gekennzeichnet werden. Entwickelt man (1) als trigono- 
metrische Reihe, so können für n=0,1,... die Koeffizienten 


‘+1 


far BE REIT, 


dargestellt werden als Doppelreihen über Exponential- und Zylinderfunktionen 
[Petersson, Acta math. 58, 202 (1932); dies. Zbl. 8, 350]. Einen neuen Zugang zu 
jener Reihenbildung für c, gewann Verf. auf Grund Hardy-Ramanujanscher Methoden 
(Amer. J. Math. 60, 511; dies. Zbl. 18, 246). Nun sind die erste und dritte Aussage 
von (1) zwar unmittelbar aus der erwähnten Reihendarstellung zu ersehen, nicht aber 
die mittlere. In der gegenwärtigen Note wird dies durch Umformungsprozesse auch 


noch für a =) 
T 


geleistet. Maier (Greifswald). 
Zuekerman, Herbert $S.: On the eoeffieients of certain modular forms belonging 

to subgroups of the modular group. Trans. Amer. Math. Soc. 45, 298—321 (1939) 
Erklärt man eine Zahlenfolge a, mit 0< J(t) vermöge 


x —1 [6°) 
Ireriit —n Im Amerim@ +1) 
0 


SE) 


und führt neben Zylinderfunktionen halbzahligen Zeigers noch gewisse Einheits- 
wurzeln w, , aus der Arithmetik quadratischer Formen ein, so berechnet sich mit 
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_2rinh 
k 


5 3 
2 


Ähnliche Koettizientenbestimmungen gelingen für Modulformen positiv beliebiger Di- 

mension r, wobei dann Zylinderfunktionen des Zeigers r + 1 auftreten. Die Methode 

geht auf bekannte Arbeiten von Ramanujan, Hardy und Rademacher zurück. 
Maier (Greifswald). 


Myrberg, P. J.: Über die analytische Darstellung der automorphen Funktionen bei 
Fuchssehen Gruppen vom Geschlecht Null. Ann. Math. pura appl., IV. s. 17, 203—253 
(1938). 

Es sei ]‘, eine Grenzkreisgruppe ohne parabolische Substitutionen vom Ge- 
schlecht Null in der Variablen z, x = f(z) eine Hauptfunktion zu I‘,. Diese bildet 
das Innere des Grenzkreises H auf die universelle, über gewissen Banken 0.05.2005 
in den Ordnungen », — 1,9», — 1,...,9ı — 1 verzweigte Überlagerungsfläche U der 
schlichten x-Kugel ab. Jeder auf U in den ortsuniformisierenden Variablen bis auf 
Pole regulären Funktion w = w(x) entspricht die im Innern von $ meromorphe Funk- 
tion w(f(2)). Ist speziell eine über der x-Kugel ausgebreitete geschlossene Riemann- 
sche Fläche W vom Geschlecht 1 so gegeben, daß W höchstens über den Punkten 
01025 - - „0m verzweigt ist und daß die um 1 vermehrte Verzweigungsordnung von W 
über o; in v; aufgeht, so gilt das Gesagte nicht nur von jeder auf W eindeutigen, in 
den zu W gehörigen Ortsvariablen meromorphen Funktion, sondern auch etwa von 
dem elliptischen Integral erster Gattung auf W, das als Funktion von z mit u(z) be- 
zeichnet wird. — Verf. erbringt im ersten Teil seiner Arbeit den ein wenig umständ- 
lichen, aber elementaren Existenzbeweis für eine solche Fläche W, wenn die 0,03: ‚Om 
und die v,, 93, .. ., Y„, unter der für den Ausgangspunkt der Untersuchung notwendigen 


m 
und hinreichenden Bedingung I} = < m —2 willkürlich vorgelegt sind. — Dem Körper 
i=1 
der auf W eindeutigen Funktionen von.rationalem Verhalten entspricht eine Unter- 
gruppe /' von endlichem Index in /',, deren Fundamentalbereich B durch & = f(z) 
auf die Fläche W abgebildet wird. Dem elliptischen Integral u(z) dagegen entspricht 
eine „‚fuchsoide Gruppe‘, deren Fundamentalbereich B, aus B entsteht, wenn man 
auf B die den Periodentranslationen w = u + m}®, + M;®, von u zugeordneten 
Substitutionen in z anwendet. Geht man dabei nicht von einem willkürlichen Perioden- 
parallelogramm in der «-Ebene aus, sondern von einem Bereich ©, dessen Rand- 
linien die Verzweigungswerte u;, die den z=e; entsprechen, geeignet verbinden, so 
erhält man B, in übersichtlicher Gestalt: Die einzelnen Randstücke von B, sind 
Orthogonalkreisbogen durch elliptische Fixpunkte von /',, und diese Bogen häufen 
sich nur in den unendlich vielen u = oo zugeordneten Punkten P# (v ganz) gegen H; 
der Bogenzug zwischen P} und P,;,, entspricht (ungefähr) dem vollständigen Rand 
der Bereichfolge © + m,w, + v@, (m, = 0 ganz) in der u-Ebene, und alle P} haben 
2 beiderseitige Häufungspunkte auf H, die in der u-Ebene durch den Grenzübergang 
y»— + 00 jener Bereichfolgen nach u = oo realisiert werden. — Auf dieser Gestalt 
von B,„ beruht die alsdann vom Verf. durchgeführte Konstruktion des Systems der 
en hyperbolisch konvexen, einander umschließenden Linienzüge Z,, 
n=1,2,3,..., die gegen den Grenzkreis H konvergieren und die Eigenschaft haben, 


daß lim Fe ei — — ( ist [vgl.P. J. Myrberg, Acta math. 59 (1932); dies. Zbl. 


Nn>X 
5, 296]. ea En durch Integration der Funktion FH) und Heranziehung 


der Weierstraßschen o-Funktion die gewünschte Darstellungsaussage. Petersson. 
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Differentialgleichungen, allgemeine Theorie: 


Aumann, Georg: Über eine Abwandlung des Cauchy-Lipschitzschen Verfahrens 
bei gewöhnlichen Differentialgleiehungen. S.-B. Bayer. Akad. Wiss. 1938, 155—163 
(H. 2). N 
Der Verf. gibt eine konstruktive und auf allgemeine mengentheoretische Über- 
legungen gestützte Methode des Existenzbeweises für Integrale von Systemen gewöhn- 
licher Differentialgleichungen, welche insbesondere den Cauchy-Lipschitzschen Fall 
umfaßt. Das Verfahren ist an eine Verallgemeinerung des in einer Arbeit von 
A. Marchaud (dies. Zbl. 13, 263) eingeführten Begriffs der-,‚Emission Z(r) von (dem 
Punkte) x“ geknüpft. Es sei in einem Gebiete des m-dim. euklidischen Raumes der 
Punkte = (2,,...,&m) ein eindeutiges Richtungsfeld erklärt. Seien e>0, 6>0. 
Man betrachtet die abgeschlossene Hülle Y(r; e, ö) der Vereinigungsmenge aller mög- 
lichen von r ausgehenden Streckenzüge mit einer Schrittlänge < e und einer Winkel- 
abweichung <ö der Strecken von den in ihren Anfangspunkten vorgeschriebenen 
Feldrichtungen. Den Durchschnitt J(r) aller V(r;e, 6) nennt der Verf. die von £ 
ausgehende Emission des betrachteten Richtungsfeldes. Es zeigt sich, daß bei 
stetigen Richtungsfeldern J(r) mit E(r) übereinstimmt und im Falle, daß es nur eine 
einzige von r ausgehende Integralkurve gibt, J(r) gerade diese Kurve darstellt. 

Z. Waraszkiewiez (Warschau). 


Dehousse, L.: Sur une &quation difförentielle pour laquelle le pintz=y=0 est 
un foyer. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 8, 90—101 (1939). 
Die Differentialgleichung 


zy (a) + Er + arryart! A(y), 


wo A(yJ)=a,+4%-+9y? + --- eine ganze Funktion und a, #0 ist, hat eine 
formale Lösung von der Gestalt 

K(z, y) c"P"y-4” — loga2"% = konst. 
It A=a, so ist K=1-+ Ca?’y@. Ist A nicht konstant, so ist die formale Reihe 


für K divergent. Verf. wendet dann das Borelsche Summierungsverfahren an, um 
eine wirkliche Lösung zu erhalten. Kamke (Tübingen). 


Chiellini, Armando: Interpretazione geometrica dell’equivalenza di due equazioni 
differenziali lineari del secondo ordine. Boll. Un. Mat. Ital., II.s. 1, 24—27 (1939). 

Der Verf. betrachtet eine von y(*-2 freie lineare homogene gewöhnliche Diffe- 
rentialgleichung n-ter O. zwischen y und x. Aus einem Fundamentalsystem %ı,..., Yn 
von Lösungen setzt er das allgemeinste: 9, =>6 xy, zusammen und deutet %,,..., Yn-ı 
als homogene Koordinaten im R„_,. Er erhält so ein System von 00** untereinander 
projektiven „Integralkurven“ im R„_,, das sich nicht ändert, wenn man die Diffe- 
rentialgleichung durch eine Transformation y = A(8)Yı, &ı = p(x) in eine äquivalente 
überführt. Es ergibt sich hieraus leicht, daß für eine sich selbst adjungierte Diffe- 
rentialgleichung 3. O. die Integralkurven Kegelschnitte sind, und daß alle Differential- 
gleichungen 2. O. äquivalent sind. Den hier eingeführten Begriff ‚„Integralkurve‘ hat 
übrigens $. Lie schon längst entwickelt und auf die umfassendste Weise verwertet 
[Ges. Abh. 4, Abh. V (1891) u. 6, Abh. XXV, 627 (1896)]. Engel (Gießen). 

Palamä, Giuseppe: Sulta soluzione polinomiale della (an & + a)y” + (dbı + b,)y 
— nbıy=®. Boll. Un. Mat. Ital., II.s. 1, 27—85 (1939). 

Die Differentialgleichnng 

(a2 +a)y" + (bir +b)y nbıy=0 (1) 

läßt sich auf die bekannte Differentialgteichung zw’ + (y — x)w' — pw = 0 zurück- 
führen. Die Polynome, die (1) genügen, können daher mittels verallgemeinerter Laguerre- 
scher Polynome ausgedrückt und behandelt werden. @G. Scorza Dragoni (Padova). 
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MaeDonald, 3. K. L.: On bounds for parameters in n-noded solutions of Sturm- 
Liouville equations. Bull. Amer. Math. Soc. 45, 164-171 (1939). 
Um zu Abschätzungen der Eigenwerte der Differentialgleichung 


d , 
Sale, Dy(@)] + ge, dy—0 
bei Randbedinguxgen y(a) = y(b) = 0 zu gelangen, benutzt Verf. die Transformation 


etgp(a) = s(a, A) + r(, DI:ErE 
Für s= —}pr’ ergibt sich so 


Y (2) = y& 1 + Fsin2g) (1) 
mit ee | 
— 16pg@ (a5 va) — Sana] i 
Ist z.B. yY’+ R22y=0, yll)=y(@) = NE 


Soll y(z) n Nullstellen in 1<x<<2 haben, so Bub 9(2 Y on) =(n-+ 1) sein, 
und man findet aus (1) die Abschätzung 


3 h 3 9 
2 "ein l)a= 2 Ant 327.”  Kamke (Tübingen). 
Sakurai, Tokio: On the operational solutions of differential and difference equations. 
Töhoku Math. J. 45, 162—176 (1938). 
If p denotes the Heaviside operator with the operand zero and p denotes the 
Milne-Thomson operator with the operand zero, if y(z) is the solution of a differential 
_ equation, 2(%) the solution of a difference equation and if 


up) -0=yle), v(p)-0=z(e) 
then u(p) is called the operational solution of the differential equation and v(p) the 
operational solution of the difference equation. The general theory of operational 
solutions is developed in this paper and illustrated by examples. The notation used 
was explained in previous papers. (This Zbl. 15, 111; 16, 211; 19,30.) ZH. Bateman. 

Scorza Dragoni, G.: Intorno a un eriterio di esistenza per un problema di valori 
ai limiti. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI.s. 28, 317—325 (1939). 

Etant donn& une Equation differentielle y”’ = f(x, y, y’), on se propose de trouver 
une solution y qui prenne des valeurs donnees aux bornes d’un intervalle (a, 5) donn£. 
Le travail generalise un resultat deja etabli par l’auteur (voir ce Zbl. 19, 345), et 
relatif au cas oü l’inconnue est astreinte & des conditions g(2) <= y=<h(x). Güraud. 

Seorza Dragoni, Giuseppe: Elementi uniti di trasformazioni funzionali e problemi 
di valori ai limiti. Rend. Semin. mat. Roma, IV.s. 2, 255—275 (1938). 

Mit Hilfe von topologisch eingekleideten Sätzen über die Konvergenz von Funk- 
tionenfolgen wird bewiesen: Es sei f(x, y, y’) stetig in bezug auf y, y' und meßbar 
in bezug auf x in dem Bereich 


aze=b; -—u<yyYV<+HR,. 
Ferner sei ray )I=xr@), 
wo x(z) eineina<sx=<b summierbare Funktion ist. Dann ist die Randwertaufgabe 
V"=-l/oyy), ya=-4, y()=B 
lösbar. Ein entsprechender Satz wird für ein Gebiet 


a<a=b; o@)=<y=ria); -o<y<+to 
bewiesen; für die in diesem Fall zu machenden Voraussetzungen wird auf die Arbeit 
selber verwiesen. Kamke (Tübingen). 


Kostitzin, Vladimir A.: Sur la compatibilite des points singuliers stables des &quations 
difförentielles algebriques. C. R. Acad. Sci., Paris 208, 411—414 (1939). 
Il sistema differenziale = fi(91 92» - - -» m) Ü=1,2,..., m), con le /; polinomi 
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in g1> 925: 9m, Pud sempre ridursi alla forma 
n 
n=nle I mm) W=1l2%...nn=m), 
=1 


con le &, u,» costanti. Sa D=D(1,2,...,n) = Iwi,.|; Dr; ia, . - „‚%x) indichi il 
minore principale del determinante D formato dagli elementi comuni alle righe ?,,23,....,%x 


e alle colonne i, , fg, - - -, ig, € Br{ Dir, lg, - - „, %2)} rappresenti il determinante ottenuto 
da D(i,,%g,. . .,%) sostituendo alla colonna ‘7, i numeri &,,&i,, . . ., Eig. — Nell’ipotesi 
che i minori D(f,,%%,-..,%) ZulD Ws .- » %)} siano tutti diversi da zero, l’A. 


dä alcune condizioni necessarie per la stabilit& dei punti singolari di ordine k, ad 
esempio di quello di coordinate 
7% = Er{D(1,2,.. ;.k)YD(,2,...%) (k=172.r 3 
m=0; k=k-lr sen) (*) 
Supposto poi D(1 2%,...,%k)>0, E,{D(1,2,..,.k}>0(h=1,2,...,k), YA. dalla 
stabilitä del punto (*) deduce l’esistenza di n punti singolari instabili, dei quali k di 
ordine k—1l,en— kdiordinek +1. Giovanni Sansone (Firenze). 
Giraud, Georges: Sur les derivees des fonetions qui repondent ä un probleme du 
type de Diriehlet. C. R. Acad. Sci., Paris 207, 956—958 (1938). 
Giraud, Georges: Sur une nouvelle extension de la th&orie des &quations du type 
elliptique. ©. R. Acad. Sci., Paris 207, 1351—1354 (1938). 

Beim Dirichletschen Problem für eine lineare elliptische partielle Differential- 
gleichung 2. Ordnung in m Variablen werden sehr weite, die Koeffizienten, die Rand- 
mannigfaltigkeit und die Randwerte betreffende, hinreichende Bedingungen angegeben, 
damit die ersten Ableitungen der Lösung eine Dinische Bedingung erfüllen, nämlich: 
|a(X) — a(Y)| <Qw(Entf.X Y), für jedes Punktepaar X, Y, mit Q konstant und @(t) 
vorgegebene, wachsende Funktion, für welche an über jedem endlichen Intervall 
summierbar ist. Es ist dabei nicht ausgeschlossen, daß die Randwerte sowie einige 
Koeffizienten gewisse Unstetigkeiten aufweisen können und daß die Differential- 
gleichung in einem vom Verf. erörterten, verallgemeinerten Sinn zu verstehen sei. 

@. Cimmino (Cagliari). 

Gambier, Bertrand: Surfaces admettant plusieurs r&seaux de translation. Reseaux 
eoniques. Ann. Ecol. norm., III. s. 55, 83—118 (1938). 

In der Einleitung bespricht der Verf. kurz die Untersuchungen von Lie über die 
Flächen des R, mit vier Translationserzeugungen und die Beiträge, die Poincare 
und besonders Darboux dazu geliefert haben. Er will die Lieschen Ergebnisse auf 
neue Weise ableiten. Er stellt die Fläche dar, indem er die Punktkoordinaten g, y, 3 
als Funktionen zweier Veränderlicher x, y betrachtet. Dabei befriedigen r, 4, 3 alle 
drei ein System von zwei Gleichungen, das oo? Integralflächen besitzen muß. Dieses 


setzt er in der Form: s=0, Ar+Bt+0Cp+Dg=0 


an und fragt nach den Bedingungen, unter denen die Gleichung Ar +4s + Bt +Cp 
+Dg=0 die Gestalt s = 0 erhalten kann. Für A erhält er eine lineare totale Diffe- 
rentialgleichung, die unbeschränkt integrabel sein kann und dann auf Flächen mit 
ool Translationserzeugungen führt. In diesem Falle schneiden die Tangenten aller 
erzeugenden Kurven auf der unendlich fernen Ebene ein Büschel von Kegelschnitten 
aus, und so ergibt sich dieser von Lie entdeckte wichtige Fall ganz von selbst. Ist 
die Gleichung für A bloß beschränkt integrabel, so hat man die Flächen mit gerade 
vier erzeugenden Kurvenscharen. Der Verf. findet den Lieschen Satz wieder, daß 
die Tangenten dieser Kurvenscharen im Unendlichen eine Kurve 4. O. ausschneiden, 
die auch zerfallen kann, nur darf sie keinen doppelt zählenden Zweig enthalten. Die 
Bestimmung der betreffenden Flächen wird auf zwei verschiedene Arten durchgeführt, 
und es zeigt sich, daß die Anzahl der Lösungen mit der Anzahl übereinstimmt, die 
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sich ergibt, wenn man die Lösungen betrachtet, die von vornherein durch das Abel- 
sche Theorem geliefert werden. Das ist der Liesche Satz, daß das Abelsche Theorem 
alle vorhandenen Lösungen ergibt. Erwähnt sei noch, daß der Fall von oo! Trans- 
lationserzeugungen eingehend behandelt wird, insbesondere werden die auftretenden 
‚ebenen erzeugenden Kurven ermittelt. — Der Verf. hofft, daß auf dem von ihm ein- 
geschlagenen Wege auch ein allgemeineres Problem zugänglich wird, nämlich die 
Bestimmung aller Flächen mit zwei oder mehr konjugierten Kurvenscharen, bei denen 
die Tangentialebenen jeder Kurve einen Kegel umhüllen. Er führt dieses Problem 
auf zwei nacheinander zu lösende zurück, von denen er das erste unmittelbar erledigen 
kann, während er das zweite wenigstens analytisch formuliert. Es ergibt sich, daß 
die Zahl derartiger konjugierter Kurvenscharen 0,1,2,3 oder oo! sein kann, aber 
die Schwierigkeiten der Aufgabe erscheinen kaum überwindbar. Der Verf. kennt nur 
eine Arbeit, die wenigstens für gewisse spezielle Fälle die Aufgabe wirklich löst, nämlich 
eine Abhandlung von Blank (dies. Zbl. 12, 125); hierzu auch Engel (dies. Zbl. 14, 331). 
— Der Verf. legt Wert darauf, festzustellen, daß ein Leser seiner Arbeit, der sich auf 
die Ergebnisse von Lie beschränken will, nur den $ 2 (die 6 8. 85—90) und den $5 
(die 4 8. 102—105) zu studieren braucht, um alles Wesentliche beisammen zu haben. 
Engel (Gießen). 


Differential- und Integralgleichungen der mathematischen Physik, Potentialtheorie: 

Grammel, R.: Ein neues Verfahren zur Lösung technischer Eigenwertprobleme. 
Ing.-Arch. 10, 35—46 (1939). 

Zur genäherten Berechnung der Eigenwerte A von L[y]=4'o(z): y(x), wo 
o(z) >0, L[y] ein selbstadjungierter Differentialausdruck von y ist und zu dem 
Problem eine positiv definite Greensche Funktion @(x, &) gehört, wird das zugehörige 
Variationsproblem umgeformt auf die Gestalt: 


1 1 
[we —A J G(z, E)y()o(&)dElo(e)öydr=0. 
0 


Würde man das Erfülltsein dieser Gleichung für willkürliche Variationen öy fordern, 
so käme man auf die (in der eckigen Klammer stehende) Integralgleichung des Pro- 
blems. Die Näherungsmethode besteht nun darin, daß das Variationsproblem ge- 
mildert wird, indem für y nur Näherungsansätze der Form 


ylz) = ar nl) Haag nala) +: + am Nm(e) 
zur Konkurrenz gehören und nur die Variationen 
öyla) = nı(a) da, + Ng(2) dag + + nme) dan 

betrachtet werden. Schreibt man noch an Stelle von A die Näherung 4*, so stellt 
wegen der Willkürlichkeit der da, der Koeffizient von öa; die i-te Gleichung des neuen 
Verfahrens dar. — Durch Heranziehung eines Satzes von Cauchy wird für einen 
eingliedrigen Ansatz y = a,n, gezeigt, daß der Näherungswert kleiner — und daher 
besser — ist als der nach Rayleigh mit derselben Näherungsfunktion n, berechnete 
Wert; die entsprechende Aussage für einen mehrgliedrigen Ansatz und für die Ritz- 
Galerkinschen Näherungswerte benutzt eine von H. Kneser gegebene Verallgemeine- 
rung. Für Probleme vierter Ordnung (Biegeschwingungen) wird eine handlichere Form 
der Näherungsgleichungen durch Heranziehen der Momente gegeben. Eine Reihe von 
Beispielen mit vorzüglichen numerischen Ergebnissen erläutert das Verfahren. Der 
Ref. beabsichtigt, demnächst eine andere Herleitung des in dieser Arbeit aufgestellten 
Verfahrens und der Beziehungen zu den Rayleigh-Ritz-Galerkinschen Näherungswerten 
zu veröffentlichen. Collatz (Karlsruhe). 

Maa, Dah-You: Distribution of eigentones in a reetangular chamber at low frequeney 
range. J. acoust. Soc. Amer. 10, 235—238 (1939). 

Verf. gibt gegenüber der bekannten asymptotischen Abschätzung für die Anzahl 
der unter einer festen Grenze v innerhalb eines Quaders vom Volumen V liegenden 


Zentralblatt für Mathematik. 20. 15 


226 


Eigenwerte N =4nVv®/3c? der Differentialgleichung V2® — e ®= 0 mit vorge- 
gebenen Randwerten die neue Abschätzung 
vn 4er een 
Be, VPLreRt’ 
wobei R die Summe der Quadrate der drei voneinander verschiedenen Flächen ist. 
Wegner (Heidelberg). 

Bolt, Richard H.: Frequeney distribution of eigentones in a three-dimensional 
continuum. J. acoust. Soc. Amer. 10, 228—234 (1939). 

Verf. gibt eine asymptotische Abschätzung für die Anzahl der unterhalb einer 
Grenze v in einem Quader vom Volumen V, der Oberfläche 8 und der Summe der 
drei Dimensionen Z liegenden Eigenwerte der Differentialgleichung 


1 - 
Nr?85—- —D89=0 
c 
mit vorgegebenen Randwerten in der Form: 
4n Vv° 3Sc 1 3Lc 1 


NZ 30? er, 8nV |’ 
die gegenüber der bekannten Formel N = 4 V v?/3c? etwas verbessert erscheint. 
Wegner (Heidelberg). 
Stenij, $. E.: Über die Integration der Bewegungsgleichungen eines schwingenden 
dynamischen Systems durch Reihenentwieklungen. Ann. Acad. Sci. Fennicae A 48, 
Nr 9, 1-20 (1938). 
Zur Lösung eines Systems von Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten 


& +2 birge =G G=1,2,...,n) 
—t 


werden die g; als Potenzreihen in der Zeit t angesetzt. Die Lösung läßt sich mit Hilfe 
der Matrizenrechnung und der Matrixfunktionen cos und sin in eine Gestalt bringen, 
die in formalem Zusammenhang mit der Lösung von g+ Bq = steht. Bei Vor- 
handensein von Reibungskräften ist die Analogie nicht mehr ersichtlich wegen der 
Nichtvertauschbarkeit der Faktoren bei der Matrizenmultiplikation. Bei Anwendung 
auf ein gespanntes, masseloses Seil mit n Punktmassen und Grenzübergang n — oo 
ergibt sich die d’Alembertsche Lösung für die schwingende Saite. Collatz. 

Bünemann, Oscar: On the stability of a certain subharmonie oseillation. Mem. 
a. Proc. Manchester Literary & Philos. Soc. 82, 67—78 (1938). 

Für die Differentialgleichung % + n?y — Ay? = [sinpt (n, A,p positive Kon- 
stante) gibt es eine Lösung von der Art y= Bsin(pt/3), wenn die Bedingung 
54PA= (4a), p=3g, & = (n?/g? — 1)/2 erfüllt ist. Die physikalische Realität 
dieser Lösung hängt von ihrer Stabilität in bezug auf die Änderung der Anfangs- 
bedingungen und der in der Differentialgleichung auftretenden Parameter ab. Der 
Verf. gibt die weiteren Bedingungen an, die von den Parametern n, A, p erfüllt werden 
müssen, um die erwähnte Stabilität zu erreichen. Dieses Problem wird in der Tat 
vom Verf. auf Grund eines Liapounoffschen Theorems (Ann. Sci. Toulouse 9, bes. 
8.463) auf die Stabilität der Lösungen der Mathieuschen Differentialgleichung 
z+(® +&cost)„=0, = (1 — 2x)/4 zurückgeführt, und deshalb kann sich der 
Verf. der neueren Resultate von B. van der Pol und M. J. O. Strutt [Philos. Mag. 
5, 18 (1929)] und L. Ince [Proc. Roy. Soc. Edinbourgh 46, 20, 316 (1926); 47, 294 (1927)] 
bedienen. L. Cesari (Pisa). 

Bradfield, K. N. E., D. 6. Christopherson and R. V. Southwell: Relaxation methods 
applied to engineering problems. IV. Problems relating to elastie stability and vibrations. 
Proc. roy. Soc. Lond. A 169, 289—317 (1939). 

Verff. geben ein bekanntes Approximationsverfahren für die Eigenwerte der tech- 
nisch wichtigen Differentialgleichung 


Be) 0 
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bei verschiedenen Randbedingungen. Iır Falle der Randbedingung Y(0) = 0. Y(1)=0 
N 


funktioniert das Verfahren folgendermaßen: Für Y wird Da, sinvzz mıt unbe- 
y=1i 

stimmten Koeffizienten a, in die Differentialgleichung eingesetzt, was eine lineare 

homogene Gleichung in den n Koeffizienten a, ergibt: 


n n 
2 B(z) I [v?a, sinvnz] = AD) a,sinvnz, 
v=1 v=1 


aus der sich durch Einsetzen der Werte z = =. (k=1,2,..-,n) n lineare homogene 


Gleichungen für die a, mit konstanten Koeffizienten ergeben. Die kleinste Wurzel der 
von A abhängigen Determinante des Systems approximiert den kleinsten Eigenwert. 
Das zweite Verfahren zur Bestimmung der Eigenwerte aus der Energiegleichung ist das 
bekannte von Ritz herstammende Verfahren, das hier wie auch das obige von einem 
allgemeinen physikalischen Gesichtspunkt der Relaxationsmethode aus an Beispielen 
erläutert wird. Wegner (Heidelberg). 
Papkowiteh, P. F.: Ableitung der Fundamentallösungen der zweidimensionalen 
Aufgabe der Elastizitätstheorie auf Grund der Differentialgleichungen von Lam6. Appl. 
Math. a. Mech., N. s. 1, 147—153 u. deutsch. Zusammenfassung 154 (1937) [Russisch]. 


Savin, S. A.: Abridged formulas for the solution of differential equations of the theory 
of elastieity by means of integral polynomials. J. Math. Physics, Massachusetts Inst. 
Technol. 17, 201—207 (1939). 

Considerations elementaires sur les coefficients des polyuumes harmoniques, bi- 
harmoniques ou repr&sentant comme coordonnees les deplacements &el&mentaires en 
elasticite. Brelot (Bordeaux). 


Tolotti, Carlo: Sull’equilibrio delle piastre elastiche anulari libere. Mathematica, 
Cluj 14, 138—154 (1938). 

L’A. si occupa del problema delle deformazioni di una piastra a forma di anello 
ceircolare, comunque sollecitata normalmente al suo piano e comunque sottoposta a 
sforzi taglianti e a momenti flettenti lungo i due bordi. Secondo lo schema di Kirch- 
hoff il problema si traduce nella ricerca di una funzione w(o, 6) verificante nel campo 
Cr, zso<=r,0<0=<2r) l’equazione AAu = /(e, )| e soddisfacente alle condizioni 
al contorno du 1 ou 1 &u 
re t+ Frl. r 

2 
dove o & il modulo di Poisson della piastra e f(o, 0), fx,;(0) sono funzioni note. Valen- 
dosi di un metodo generale di M. Picone (questo Zbl. 14, 261) l’A. determina lo 
sviluppo in serie di Fourier rispetto a @ della u(o, @) e dimostra poi che la formula 
a cui egli & pervenuto risolve effettivamente il problema nella sola ipotesi che le fun- 
zioni /x,i(0) siano continue e la funzione /(e, 0) verifichi in C una condizione di Lip- 
schitz. ©. Miranda (Genova). 

Gran Olsson, R.: Unsymmetrische Biegung der Kreisringplatte von quadratisch 
veränderlicher Steifigkeit. Ing.-Arch. 10, 14—27 (1939). 

Die Differentialgleichung für die Durchbiegung einer Kreisplatte, deren Steifheit 
dem Gesetz N =const. r? genügt, läßt sich in zwei Gleichungen zweiter Ordnung spalten 


Av—2(1— 9) = p(r,Q) v=NAw 


(p = Belastung je Flächeneinheit). Das homogene Problem wird nach einem für die 
Platte konstanter Dicke schon vonClebsch 1862 verwendeten Ansatz (mit r=_o - Außen- 


halb o 5 
Auer) v= N [Pn(o) cosnp + Pf (eo) sinng] 
n=0 


15* 
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gelöst. Nach der Methode der Variation der Konstanten kann auch die allgemeine 
Lösung für eine beliebig belastete Platte angegeben werden (es sind nur noch Quadra- 
turen auszuführen). Als Anwendungsbeispiele folgen die gegenseitige Verdrehung der 
eben bleibenden Randkreise der Ringplatte infolge eines Drehmomentes, die Biegung 
infolge antisymmetrischer Belastung p = p,cosp, Biegung durch eine Einzelkraft 
(Innenrand frei, Außenrand eingespannt), axialsymmetrische Belastung mit Zahlen- 
beispielen für konstante Belastung und Andeutung der Berechnung von Sektorring- 
platten. Collatz (Karlsruhe). 

7Z,euli, Modesto: Sul moto liquido piano con esistenza di vortice in un canale con 
pareti rigide rettilinee e eon variazione di sezione. Ist. Lombardo, Rend., III. s. 71, 
301—317 (1938). 

Verf. beschäftigt sich mit der ebenen Strömung in einem Kanal, dessen beide 
Wände sich in der folgenden Weise aus Geradenstücken aufbauen: Ist die Strömungs- 


ebene die komplexe z-Ebene und ist O<h,<h, 0<a< 5 so besteht die eine 


Wand aus der Geraden Jz = h,, die andere aus den drei Geradenstücken Jz=h, — h, 
für -—oo< Rz<(h,—h,) etga, arcz=n—& für (k,—h,)etgx <Rz=<0 und Jz=0 
für Rz>0. — Zunächst wird die zu einer Anströmungsgeschwindigkeit c, parallel 
zur reellen Achse gehörige stationäre Potentialströmung bestimmt. Dies gelingt im 
wesentlichen an Hand der konformen Abbildung des Kanals auf einen Winkelraum 
der Öffnung &, die sich ergibt, wenn jedem Kanalpunkt z als Bild die in z herrschende 
komplexe Geschwindigkeit zugeordnet wird. — Daran anschließend wird sodann unter- 
sucht, unter welchen Bedingungen eine Kanalströmung möglich ist, die einen in Ruhe 
befindlichen Wirbel enthält und welche Lagen dieser Wirbel haben kann. — Weiter 
werden noch einige Spezialfälle betrachtet und schließlich wird auf eine elektrostatische 
Deutung der erhaltenen Ergebnisse hingewiesen. F. Lösch (Rostock). 

Scheib, Artur: Kurzsehlußvorgänge in mehrfach gespeisten, vermaschten Netzen. 
Arch. Elektrotechn. 33, 71—99 (1939) u. Berlin: Diss. 1939. 

Die Verteilung der Stoßkurzschlußströme in mehrfach gespeisten vermaschten Netzen 
wird unter Verwendung der Operatorenrechnung und der Funktionentheorie in allgemeinster 
Form behandelt. — Es ist bekannt, die Kurzschlußströme in einem vermaschten Netz durch 
Überlagerung einer Spannung am Kurzschlußort darzustellen. Diese Überlagerungsspannung 
ergänzt die Ortsspannung vor dem Kurzschluß zu Null, kann zeitlich als Heavisidesche Ein- 
heitsfunktion aufgefaßt und durch ein Fourierintegral dargestellt werden. In dieser Form 
erscheint die überlagerte Spannungsfunktion als ein Spektrum von Einzelspannungen, die 
entsprechende Ströme erzeugen, welche vom Kurzschlußort aus in das sonst spannungslose 
System hereinfließen. Wenn man den Integranden des Fourierintegrals in der komplexen 
Ebene darstellt, so ergeben sich die einzelnen Stromglieder als Residuen um die Pole. — 
Verf. beweist, daß die Frequenzen aller auftretenden Stromglieder mit nur ganz geringen 
Abweichungen sich um die synchrone Kreisfrequenz (Wechselstromglieder), die Frequenz 
gleich Null (Gleichstromglieder) und die Kreisfrequenz entsprechend dem synchronen links- 
läufigen Drehfeld (Zusatzglieder bei zweipoligem Kurzschluß) gruppieren. — Näherungs- 
darstellungen der Ersatzimpedanzen der Gesamtschaltung entsprechend jeder Teilspannung 
ermöglichen die Ausführung von praktischen Rechnungen. — An Hand von Beispielen wird 
gezeigt, daß der Ausgleichswechselstrom in allen Netzteilen in so viele verschieden stark 
gedämpfte Glieder zerfällt, wie unabhängige Generatoren vorhanden sind. Der Ausgleichs- 
gleichstrom zerfällt in so viele verschieden gedämpfte Teilglieder, wie voneinander unab- 
hängige Stromwege vom Kurzschlußort aus gesehen vorhanden sind, vermehrt um die Zahl 
der mit den Induktivitäten nicht zusammenfaßbaren Kapazitäten. — Beispielsweise ergeben 
sich bei einem von zwei verschiedenen Synchronmaschinen gespeisten Abzweigkurzschluß je 
zwei Gleich- und Wechselausgleichsglieder. 4A.v. Timascheff (Berlin)., 

Nieoleseo, Miron: Sur les fonetions conjuguees. Mathematica, Cluj 14, 18—20 
(1938). 

Weiterführung und teilweise Richtigstellung einer früheren Arbeit des Verf. [Mathe- 
matica 3, 134—142 (1930)]. Die Funktion f(x, y) heißt (a, b) konjugiert zur Funk- 
tion g(z, y), wenn IE = 49, + 59,, „= —59z + ag, gilt (a, b beliebige reelle Funk- 
tionen von 2, y). Sind / und g harmonische Funktionen und ist / (a,b) konjugiert 
zu g, so wird als Ableitung („derivee areolaire“‘) von f+ ig die Funktion Dif + ig) 
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= fiz + ifı, bezeichnet, wo f, eine (b — 1, —a) konjugierte Funktion zu g bedeutet; 
die Funktion f-++(g + fı) ist dann analytisch. Bildet man von (a,b) ausgehend 
a =b—1,b,=-—a und allgemein für jedes n>1 die Größen „= b.-1ı — 1, 
b„= —a,„_, und bildet weiter /„ als die (a„, 5,) konjugierte Funktion zu g, so ist 
An+4 = An, dn+4 = d) und In+ı = In, und es sind dann /„ + ig + In+ı) analytische 
Funktionen für alle n >1. H. Hornich (Wien). 

@ Vasilesco, Florin: La notion de point irr&gulier dans le problöme de Dirichlet. 
(Aetualit&s seient. et industr. Nr. 660.) Paris: Hermann & Cie. 1939. 59 S. Fres. 20.—. 

Expose chronologique r&sumant separ&ment les divers travaux disparates touchant 
plus ou moins au sujet, parfois alourdi par des developpements vieillis, et non sans 
obscurites. Detail des chapitres I: ‚„‚Singularites artificielles des fonctions harmoniques.““ 
Cas de la fonction born&e au voisinage d’un point ou d’un ensemble de capacit& nulle. 
II. „Etude de la solution du probleme de Dirichlet gen£ralise.‘“ Premiere definition 
(Lebesgue) de la regularit@ d’un point-frontiere d’un domaine. Criteres dont celui 
de Wiener. Fonction de Green. L’ensemble des points irr&guliers est de capacit& 
nulle (Kellog-Evans). Partie propre et impropre de la frontiere. Röle du potentiel 
conducteur. III. „‚Etude du potentiel d’une distribution positive. Distribution d’equi- 
libre. Balayage.‘‘“ Methode de Frostman, malheureusement avec reproduction ac- 
centu&e d’une inexactitude dans l’&nonce general sur ’unicite. IV. „Points reguliers 
et irreguliers caracterises par le balayage polaire. Elargissement des conditions de 
continuite dans le problöme de Dirchlet gen£ralise.‘“ Resultats de De la Vall&e 
Poussin dont l’iintegrale representant la solution gen£ralisee et la distinction sur la 
frontiere des points accessibles et inaccessibles. Dans ce chapitre comme dans le 
precedent apparaissent obscur&ment les points irreguliers d’un ensemble ferm& borne; 
seuls sont definis d’ailleurs ceux qui sont points-frontiere du domaine infini du com- 
plementaire (identiques aux points irreguliers pour ce domaine). V. „Extension des 
resultats des chapitres precedents.‘“ Resultats de M. Riesz avec döfinitions nouvelles 
des points irreguliers d’ensemble ferm& et du balayage d’ensemble ouvert. Definition 
par Frostman du balayage d’ensemble ferm& et caracterisation des points irr&guliers. 
Indications sur les potentiels d’ordre &. VI. „Le balayage obtenu au moyen de la 
fonction sousharmonique particuliere connue a priori: le potentiel des masses balay£es. 
Nouvelle definition et extension de la notion de point irregulier.‘“ Methode de Brelot 
pour le balayage d’ensembles ouverts ou ferme&s avec ici th&or&mes corrects pour 
Yunicite (cas de masses de signe determine). Nouvelle definition equival nte (avec 
une extension), de la regularite par De la Vall&e Poussin dans un travail oü (aurait- 
on pu ajouter puisqu’on s’est etendu sur l’unicite du balayage) cette unicite est &largie 
au cas de masses quelconques. VII. „Valeurs limites exceptionnelles des fonctions 
analytiques.‘“ Quelques resultats de Frostman oü intervient pour les fonctions de 
variable complexe, la notion de capacit& logarithmique (mais pas celle de point-frontiere 
irregulier. Dans tout cela on s’est place (sauf pour VII) generalement dans l’espace 
ordinaire. Brelot (Bordeaux). 

Fubini, Guido: Sopra una nuova celasse di problemi al eontorno. Rend. Circ. mat. 
Palermo 61, 304—313 (1939). 

L’auteur s’inspirant d’un expose de Caratheodory (ce Zbl. 17, 260) sur le pro- 
bleme de Dirichlet d’apres Perron-Remak, T. Rado-F. Riesz, en adapte les 
raisonnements pour r&esoudre le probleme suivant: Etant donne un domaine plan D 
born& trouver une fonction f continue dans la fermeture, egale a une fonction donnee 
sur la frontiere et satisfaisant en tout point‘ P interieur & une propriete de moyenne 


Hal / [e(M, P)/(M)don. 


IT’, &tant un certain domaine attache & P contenant P et completement interieur & D 
et p une fonction donnee. Usage de notions generalisant la sous- ou sur-harmonieite — 
Unieite. Conditions suffisantes d’existence. Brelot (Bordeaux). 
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Mindlin, J. A.: Boundary problem of the wave equation ın the case of a sphere. 


Appl. Math. a. Mech., N. s. 1, 441—446 u. engl. Zusammenfassung 446 (1938) [Russisch]. 
2 
Die Lösung der Wellengleichung a?4V = u wird im Innern einer Kugel ge- 


sucht unter der Annahme, daß zur Zeit t=0 keine Wellenbewegung vorhanden ist 
und daß V an der Begrenzung der Kugel durch V/,-r= 9%” (t) P}” (cos®) ein MP 


gegeben wird. Das Problem wird auf eine Volterrasche Integralgleichung 
R+at 
ol) = 2 Il Salz) PD, Fr) dz zurückgeführt, bei der der Kern durch eine Kugel- 


—Rtat 
funktion dargestellt wird und nur von der Differenz der Veränderlichen z — at abhängt. 
Um die Integralgleichung zu lösen, wird die Zeit in Intervalle von der Dauer 2 R/a ein- 
geteilt, d.h. der Zeitdauer, die erforderlich ist, damit die Wellenbewegung den Kugel- 
durchmesser durchläuft. Die Lösung der Integralgleichung in einem bestimmten Zeit- 
intervall ist dann angebbar, falls sie in allen vorangehenden Zeitintervallen bekannt ist. 

Rubinowicz (Lemberg). 

Kobayashi, Iwao: Das elektrostatische Potential um zwei auf derselben Ebene 
liegende und sich nicht schneidende gleichgroße Kreisscheiben. Sci. Rep. Töhoku Univ., 
I.s. 27, 365—391 (1939). 

Die Potentiale auf den Kreisscheiben sind gegeben. Verf. stellt das Potential in 
einem außerhalb der Kreisscheiben gelegenen Punkte durch eine doppelt unendliche 
Reihe dar mit unbestimmten Koeffizienten als Funktion der Radien (von den Scheiben- 
mittelpunkten: aus gerechnet) und der Winkel, welche diese Radien mit der Ver- 
bindungslinie der Mittelpunkte bilden. Jedes Glied dieser doppelt unendlichen Reihe 
enthält einen unendlichen Integralausdruck, dessen Integrand das Produkt zweier 
Besselscher Funktionen erster Art ist, multipliziert mit einer Exponentialfunktion 
und dividiert durch einen Wurzelausdruck. Mit Hilfe des Additionstheorems für die 
betreffenden Besselschen Funktionen stellt Verf. die Potentialfunktion im betrachteten 
Punkt dar durch Variable, welche nur zur einen Scheibe gehören, und darauf durch 
Variable, welche nur zur zweiten Scheibe gehören. Hierauf führt er die Grenzbedin- 
gungen auf den Scheiben ein, welche dahin lauten, daß das Potential dort einen vor- 
gegebenen konstanten Wert hat. Hieraus erhält Verf. Systeme unendlich vieler linearer 
Gleichungen für die unbekannten Koeffizienten der ursprünglichen Reihenentwicklung. 
Verf. gibt zunächst die Vereinfachungen an, welche diese Gleichungen im Falle sym- 
metrischer Bedingungen erfahren. Er berechnet die Ladungsverteilung auf den Kreis- 
scheiben. Hierauf gibt er ein Verfahren an, das geeignet ist, die linearen Gleichungen 
sukzessiv zu lösen. Verf. führt diese Lösung numerisch durch und gibt für eine Reihe 
von Sonderfällen ausführliche Tabellen und Rekursionsformeln für die Koeffizienten. 

M.J.O. Strutt (Eindhoven). 
Funktionentheorie: 


Maker, Philip T.: Conditions on u (x, y) and v (&,%y) necessary and sufficient for 
the regularity of u + iv. Trans. Amer. Math. Soc. 45, 265—275 (1939). 

From the theorem of Looman-Menchoff and a theorem of Besicovitch the 
following extension of the first one is derived: If f(z) = u(z, y) + iv(z, y) is continuous 
in a domain @, and if the partial derivates of % and v are infinite at most on the sum 
of a sequence of sets of finite length closed in G, and if almost everywhere u, — 2 
u, = —v,, then }(2) is regular in @. [As an extension of the theorem of Besicovitch 


the Rev.may mention: If /(z) is continuous in @, if Jim an = 00 at most 


on the sum of a sequence of sets of finite length, and if almost everywhere u, = v,, 
% = — %z, then f is regular in @.] Among the other theorems giving conditions for 
regularity of f(z) and in some of which the condition (N) of Lusin and the property 
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of bounded variation in the sense of Tonelli are used, there is this extension of a 
theorem of Rademacher: If u and v are absolutely continuous in x for almost all y, 
and in y for almost all x, if the partial derivates are summable in (z, y), and if a. e. 
U, =%, UYy= —,, then there exists a function, regular in G, and coinciding a. e. 
with /=4%-+ iv. Further necessary and sufficient conditions (of Morera-type) for 
the harmonicity of real functions are obtained; the formulation seems not quite 
correct t0 the Rev. J. Ridder (Groningen). 
Zorn, Max: Sur la th6orie abstraite des fonetions analytiques. ©. r. Acad. Sci., 
Paris 208, 714-716 (1939). 
Es seien 8, und $, zwei orientierbare Mannigfaltigkeiten, F, und F, zwei Familien 
_ stetiger Abbildungen von S, resp. S, auf Teile von sich selbst. F, und F, heißen 
„äquivalent‘, wenn es eine topologische Abbildung ® von S, auf 8, gibt, so daß 
®F,d-!= FR, ist. — Vert. gibt nun (ohne Beweis) 12 Axiome an, welche eine Familie F 
erfüllen muß, um äquivalent zu sein mit den analytischen Funktionen, die eine Rie- 


mannsche Fläche auf einen ihrer Teile abbilden. — Von den vom Verf. angegebenen 
.Axiomen sind einige von anderen nicht unabhängig. So z.B. ist Axiom 4 in Axiom 7 
enthalten. S. Storlow (Cernäufi). 


Obrechkoff, Nikola: Sur les z&ros de quelques elasses de polynomes et de fonetions 
rationnelles. (2. Congr. Interbalkan. des Math., Bucarest, 12. IX. 1937.) Bull. Math. 
Soc. Roum. Sci. 40, Nr 1/2, 93—100 (1938). 

Die ersten vier Sätze sind Verallgemeinerungen früherer Sätze des Verf. (C. R. 
Acad. Sci., Paris 203, 760; 204, 1229; 205, 309; Math. Ann. 114, 530; 115, 159; vgl. 
dies. Zbl. 15, 97; 16, 147; 17, 51; 16, 386; 18, 99). Die letzten zwei Sätze haben einen 
anderen Charakter. Satz V lautet z.B. wie folgt: Es seien A,,Ag,..., A, und 


B,, Ba,..., B„ positive Zahlen, und essi O=4A, +4, +: +Am— Bi — Ba—::-— B.. 
Es sei £ eine Nullstelle der rationalen Funktion 
= c A, As B, B, 
NUT Tut ea Ge 


und es sei S eine beliebige Sinusspirale vom Index %, die durch den Punkt c geht 
und den Mittelpunkt £ hat. (Die Gleichung jeder Sinusspirale vom Index % läßt sich 
in Polarkoordinaten r, auf die Form r* = 0* sinkop bringen.) Liegen nun die Punkte 
@1,@g,...,dm im Innern von S, so liegt mindestens ein Punkt db, im Innern von 8. 
Enthält das Äußere von 8 die Punkte a,,@,,.. .,@m, so enthält es auch mindestens 
einen Punkt b,. Liegen die Punkte a,,a,,...,a, auf 8, so liegt mindestens je ein 
Punkt b, im Innern und im Äußeren von 8, oder aber es liegen alle Punkte b, auf S. 
@y. v. 82. Nagy (Szeged). 

Mareinkiewiez, J., et A. Zygmund: Sur les series de puissances. Mathematica, 
Cluj 14, 21—30 (1938). 

Les auteurs examinent la relation autre le domaine de l’ultraconvergence d’une 


oo n 
serie entiere I’a„2” et le rayon de convergence de cette serie. Posons s,(2) = %a,2” 
° ° 


et soit {n,} une suite croissante de nombres naturels. En etenlant certains r&sultats 
de A. Ostrowski [Math. Ann. 108, 15—27 (1930)] et de G. Bourion (voir ce 
Zbl. 8, 62) les auteurs d&montrent entre autres que: Si la suite {s2,(2)} converge 
au moins presque partout dans l’intervalle (—1, +1), le rayon de convergence 
de la serie ’ N 
1° est positif lorsque limsup <ox, 
2° est au moins ©qual & 1 lorsque lim Bari], 

k>© N 
3° peut &tre nul si la condition 1° n’est pas remplie. 
Il resulte de 2° qu’aucune suite {s„,(2)} pour laquelle la dite condition est remplie 
ne peut presenter de phenomene d’ultraconvergence. F. Leja (Kraköw). 
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Lammel, Ernst: Über Interpolationsreihen. Math. Ann. 116, 524—533 (1939). 
Die Analogien zwischen Potenzreihen und Interpolationsreihen der Form 


2 
Sen ,|<o<1, 4 


v=1 


die Verf. schon mehrfach nachgewiesen hat (dies. Zbl. 15, 215; 16, 20, 362; 19, 313), 
finden sich auch bei den bekanntesten Lückensätzen. Verf. verfolgt sie hier für die 


Ostrowskische Lückenbedingung ee Au, > OA,,, wobei hier o>( 2 e'- —1 
zu fordern ist. Auch der Hurwitzsche Satz, daß unter den Potenzreihen Di Endn 2A 
(für e,=1 konvergent im Einheitskreis) bei beliebiger Verteilung der e2,= +1 
nichtfortsetzbare Reihen sind, kann übertragen werden. Ullrich (Gießen). 
Cannon, B.: On eonvergence properties ‚of basie series. J. London Math. Soc. 14, 
51—62 (1939). 
Sei P,(2), Pı(2), . .. eine Basisfolge und 


Po@ATst(O) + mal) + --- (1) 
die zugehörige Basisreihe einer Potenzreihe und 
"En Pol) + Rip) + (2) 


(J.M. Whittaker, Interpolatory function theory, Cambridge 1335). D, sei der Grad 
des Polynoms p;(z) vom höchsten Grad in (2). In einer früheren Arbeit (vgl. dies. 
Zbl. 17, 253) untersuchte Verf. die Darstellbarkeit analytischer Funktionen durch 
Basisreihen (1), die Basisfolgen mit der Eigenschaft 

D,-n, bei now, (3) 
ar — In der vorliegenden Arbeit zeigt Verf., daß obige Resultate in dem 
Sinne die el sind, daß zu jedem m > n eine Basisfolge existiert, für 


die lim naup a — = m ist und die erwähnten Sätze falsch sind. An Stelle der früher 
Pen Funktion ®,(R) -I mil, max pi (2)|, betrachtet Verf. jetzt 


F„(R) = max max ee + ;9;@)|; 


ö>0|z]| 


für die @(R)>F,„(R)> R® gilt. Sei für ein r>0 F,(r) — max In()|, wo 
z2|j=r 


Mn) = Ani Dil) + + ms 932) 

bzw. In(2) = no + @ı2 + + nz, zer (ar, #0). 
In hängt von rab. Mit I, -n bei n>x, r>0, (4) 
an Stelle von (3) beweist nun Verf. zwei ganz analoge Resultate: 1. Stellt eine Basis- 
reihe, die (4) genügt, in einem Kreis |2|<r,, r,> 0, jede Funktion dar, die dort 
regulär ist, so stellt sie jede solche Funktion in ihrem ganzen Regularitätskreise dar. 
2. Stellt diese Basisreihe jede Funktion mit einem Regularitätsradius <A im ent- 
sprechenden Kreise dar, so stellt sie überhaupt jede Funktion in ihrem Regularitäts- 
kreise dar. Mehrere Beispiele illustrieren diese beiden Sätze, die wegen =D, die 
früheren Resultate verallgemeinern. Pfluger (Freiburg, Schweiz). 

Perron, Oskar: Über Bruwiersche Reihen. Math. Z. 45, 127—141 (1939). 

Unter Bruwierschen Reihen versteht der Verf. Reihen von der Form 


oo 


> = (2 + ne)*, (1) 


n=0 
worin die A„ konstante Koeffizienten sind, c eine von Null verschiedene Konstante 
bedeutet und x eine komplexe Variable sein soll. Über diesen Reihentypus wurden 
von Bruwier nähere Untersuchungen ausgeführt [C. r. congrös national sci., S. 91—97, 
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Bruxelles 1930, u. Mathesis 47, 96—105 (1933)], welche u. a. ergaben, daß eine Reihe (1) 
dann für jeden endlichen Wert von x konvergiert, wenn 


‚im VAl<1:ele| (2) 


ist. In diesem Falle ist die Konvergenz in jedem beschränkten Bereiche der komplexen 
&-Ebene sogar gleichmäßig und (1) stellt daher eine ganze Funktion von x dar. In 
der vorliegenden Arbeit wird bewiesen, daß eine Reihe (1), für welche (2) erfüllt ist, 
dann und nur dann identisch verschwinden kann, wenn sämtliche Koeffizienten A, 
gleich Null sind. Weiter wird eine sowohl notwendige als auch hinreichende Bedingung 
angegeben, unter welcher eine ganze Funktion sich in eine Reihe (1) mit der Eigen- 
schaft (2) entwickeln läßt. Versteht man ferner mit dem Verf. unter der Stufe g einer 


ganzen Funktion /(z) den von x unabhängigen oberen Limes der Folge IIRTE) N, 
(r=1,2,...), so ergibt sich u.a., daß eine ganze Funktion von der Stufe q dann 
und nur dann eine Reihenentwicklung (1) besitzt, welche der Bedingung (2) genügt, 
wenn g die Ungleichung ge?!®| <1:e|c| befriedigt. — Die Reihen (1) wurden von 
Bruwier insbesondere zur Lösung der Funktionalgleichung y®(z) + a, y®-V(x + c) 
+a,y®-DMz +20) + --- +a,y(x + ke) = 0 herangezogen, welche als Spezialfall in 
einer schon von Erhard Schmidt [Math. Ann. 70, 499524 (1911)] betrachteten 
Funktionalgleichung enthalten ist. Besonders eingehend wurde dann noch.der Fall 
y(z)=yy(z-+.c) von F.Schürer [Ber. Ges. Wiss. Leipzig, Math.-phys. Kl. 64, 
167—236 (1912) u. 65, 239—246 (1913)] behandelt. Es wird nun vom Verf. nach- 
gewiesen, daß die Bruwiersche Lösung unter den formal anderslautenden Lösungen 
von Schmidt-Schürer auch vorkommt. — Der Schluß der Arbeit ist den mehr- 
fachen Bruwierschen Reihen gewidmet, bei denen im Gegensatz zu den einfachen 
Reihen der Eindeutigkeitssatz nicht mehr gilt. Lammel (Prag). 

Dvoretzky, Aryeh: Sur les singularit6s des fonetions analytiques. Bull. Soc. 
Math. France 66, 171—193 (1938). 0 

f(z) sei eine reguläre Funktion, welche durch die Potenzreihe I'a„2" dargestellt 

n=0 
wird, deren Konvergenzradius R endlich und von Null verschieden ist. Schon Cauchy- 
Hadamard haben gezeigt, wie man R aus den Beträgen der Koeffizienten a, be- 
rechnen kann und daß R zugleich der absolute Betrag der z = 0 am nächsten gelegenen 
singulären Stelle der Funktion /(z) (oder wenigstens ihres Hauptzweiges) ist. Aber 
erst Mandelbrojt (vgl. dies. Zbl. 16, 309) gab eine Formel an, welche mit Hilfe 
der Koeffizienten a, unter allen singulären Stellen Rer (-rn<y=n) diejenige 
mit dem kleinsten |y| aufzufinden gestattet. — Ro (R= Ro=o) sei der Radius 
des Meromorphiekreises der Funktion /(z), worunter der Kreis mit dem größt- 
möglichen Radius um z = 0 als Mittelpunkt verstanden werden soll, welcher in seinem 
Innern keine anderen Singularitäten von /(z) als Pole enthält. Hadamard [J. Math. 
pures app., IV.s. 8, 101—186 (1892)] hat u.a. den Zusammenhang zwischen den 
Koeffizienten der zu f(z) gehörigen Potenzreihenentwicklung und den absoluten Be- 
trägen der Pole klargestellt, die /(z) innerhalb seines Meromorphiekreises besitzt. Für 
diese Polstellen hat der Verf. auf Grund der Ergebnisse von Hadamard in einer 
früheren Note (vgl. dies. Zbl. 17, 72) auch die Argumente bestimmt. Außerdem 
spricht er daselbst u.a. für den Meromorphiekreis von f(z), wenn in ihm /(z) nur 
endlich viele Pole hat, ein Analogon zum eingangs erwähnten Satze von Mandel- 
brojt aus. Diese Untersuchungen werden in dem einen Teil der vorliegenden Arbeit 
weiter ausgeführt und vervollständigt. — Der andere Teil beschäftigt sich mit solchen 
Punkten auf dem Konvergenzkreise der Funktion f(z), in denen sich die Singularitäten 
von f(z) häufen. Hierzu führt der Verf. den Begriff des linksseitigen singulären Win- 
kels y*(b) an den Stellen b= Re‘Y ein, worunter er den kleinsten Winkel aus dem 
7 


abgeschlossenen Intervall (0, 3) mit folgender Eigenschaft versteht: Zu jedem e>0 
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läßt sich stets ein o>0 so finden, daß im Bereiche 0O< |z — b|<oe; y+(b)-+e 
<arg(e—b) -y<r die Funktion /(z) singularitätenfrei ist. Der Winkel y*(b) 
wird durch die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung von /(z) ausgedrückt. Wegen 
weiterer Ergebnisse und Begriffsbildungen muß auf die Arbeit selber verwiesen werden. 
Lammel (Prag). 


Pölya, Georges: Sur les series entires laeunaires non prolongeables. C. R. Acad. 
Sci., Paris 208, 709—711 (1939). 
Es sei A], Ag, Ag,... mt 0<A, <A, <A,< .-- eine Folge ganzer Zahlen. Gilt 


(1) lim n = 0, so besagt der Fabrysche Lückensatz, daß das durch eine Potenzreihe 
n>X 5 


(2) I’a„2*" von endlichem Konvergenzradius >0 definierte Funktionselement stets 
n=0 


nichtfortsetzbar ist. Verf. zeigt nun in der vorliegenden Note unter Verwendung 
früherer Ergebnisse [Math. Z. 29, 549—600 (1929)], daß (1) auch notwendig dafür 
ist, daß (2) für keine Wahl der Koeffizienten a, fortsetzbar ist. F. Lösch (Rostock). 


Boerner, Hermann: Über die Häufigkeit der nichtanalytisch fortsetzbaren Potenz- 
reihen. S.-B. Bayer. Akad. Wiss. 1938, 165—174 (H. 2). 

Aus der Gesamtheit der Potenzreihen mit dem Konvergenzradius 1 werde da- 
durch eine Klasse herausgegriffen, daß man die absoluten Beträge der Koeffizienten 
an = Ane'?””n (A, nicht negativ und x, reell) fest vorgibt und nur ihre Argumente 
variiert. Für die so erhaltene Klasse von Potenzreihen hat Steinhaus [Math. Z. 
31, 408—416 (1929)] auf Grund genau angegebener Wahrscheinlichkeitspostulate einen 
Borelschen Satz exakt gefaßt und bewiesen, welcher besagt: Die Wahrscheinlichkeit, 
daß ‚eine Potenzreihe über ihren Konvergenzkreis hinaus nicht analytisch fortgesetzt 
werden kann, ist gleich Eins. — In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daß sich 
der Satz von Steinhaus ohne wahrscheinlichkeitstheoretische Hilfsmittel aussprechen 
und beweisen läßt. Deutet man nämlich die jeder Potenzreihe der betrachteten Klasse 
umkehrbar eindeutig zugeordneten Größen x,, welche modulo 1 zu nehmen sind, als 
Koordinaten der Punkte des unendlichdimensionalen ‚Torusraumes‘ und zieht man 
den von B. Jessen (vgl. dies. Zbl. 10, 200) für diesen Raum entwickelten Maßbegriff 
heran, so kann man dem Satz von Steinhaus folgenden Wortlaut geben: Die Menge 
der Punkte des unendlichdimensionalen Torusraumes, welchen Potenzreihen unserer 
Klasse entsprechen, die über ihren Konvergenzkreis hinaus analytisch fortsetzbar sind, 
hat das Maß Null. Lammel (Prag). 


Petrovitch, Michel: Sur les &quations differentielles algebriques du premier ordre 
engendrant des fonctions entieres. Publ. Math. Univ. Belgrade 6/7, 1—12 (1938). 
Es werden notwendige Bedingungen angegeben, unter denen die algebraische 
Differentialgleichung f(x, y, y') =0 ganze transzendente Funktionen als (allgemeine 
oder partikuläre) Lösungen gestattet: Die algebraischen Funktionen, die als Koeffi- 
zienten der Potenzen von y und y’ in / auftreten, reduzieren sich auf Polynome in x; 
das Geschlecht der Differentialgleichung auf Null. — Im zweiten und dritten Teil 
der Arbeit werden Aussagen über die Wertverteilung bei den ganzen transzendenten 
Lösungen gemacht. Ausgehend von der Riccatischen Differentialgleichung y’ + y? 
+ 9(2) = 0 — auf sie läßt sich jede algebraische Differentialgleichung vom Geschlecht 
Null durch Variablentransformation zurückführen — kommt Verf. u.a. zu dem Er- 
gebnis: Ist von einem positiven Wert von x an stets (x) < M und die Lösung log- 
arithmische Ableitung einer ganzen Funktion, deren Primfaktorenprodukt vom Ge- 
schlecht größer als Eins ist, so besitzt diese ganze Funktion unendlich viele reelle 
und auch unendlich viele rein imaginäre Nullstellen. — Ausgangs werden im Anschluß 
‘an Ergebnisse Lindelöfs eine Reihe von Aussagen über Wachstumseigenschaften bei 
Lösungen, die ganze Funktionen mit positiven Taylorkoeffizienten sind, gewonnen. 
Möller (Gießen). 
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Rauch, A.: Sur les fonetions entieres de la elasse de divergence. Bull. Sci. math., 
Il. s. 63, 66—79 (1939). 

Durchführung der Voranzeige, die in dies. Zbl. 18, 223 besprochen wurde. Neben 
den dort schon genannten Integralen wird nun auch noch das für j(r) = T(r, f) heran- 
gezogen. Es werden Beispielklassen aufgestellt, wo die erhaltenen Beziehungen zur 
Wachstumsordnung w als scharf erkennbar sind. Im Zusammenhang ergibt sich eine 
notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß /(z) nur eine Borelsche Divergenz- 
richtung habe, =, nämlich 


„Jr im el re L g|/ß) 


ferner eine verwandte Belirgmag für eine andere Konfiguration von zwei solchen 
Richtungen. Ullrich (Gießen). 

Teiehmüller, Oswald: Eine Verschärfung des Dreikreisesatzes. Deutsche Math. 4, 
16—22 (1939). 


= c08WT; 


f(z) sei im Kreisring 1< |2|< R eindeutig und regulär analytisch. Auf |z|=1 
sei |/@)|<1, auf || = R sei |f«)|<M. na dem Hadamardschen Dreikreisesatz 
gilt dann im ganzen Kreisring log|/(z)| < = IogR ne jog|z z|. Das Gleichheitszeichen wird 
nur erreicht, wenn f(z) = ez*, wo |e|=1lunda = = = ist. Diese Extremalfunktion 
ist aber eindeutig nur, falls « ganz ist. — Verf. leitet unter Anwendung der Jensen- 


Nevanlinnaschen Formel eine genaue Abschätzung für eindeutige Funktionen ab. 


Es wird 
Rn log M 
log|/ @)|= a --|- 7 
und g en Funktion des Kreisrings ist; g(—a, |2|) verschwindet somit, 
og 
logR 
tische Funktion zweiter Art von logz. — Das Resultat wird für den Fall verschärft, 
wo |f(z)| für |2|=1 und |2| = R unterhalb von argz abhängiger Schranken liegt. 
V. Paatero (Helsinki). 

Epstein, Benjamin: A proof of a theorem of Carleman. J. Math. Physics, Massa- 
chusetts Inst. Technol. 17, 208—213 (1939). 

Verf. beweist mit Hilfe der Jensen-Nevanlinnaschen Formel einen Satz von Carle- 
man über die Abhängigkeit des Anwachsens einer in einer Halbebene regulären Funk- 
tion von den Nullstellen und vom Anwachsen der Funktion auf dem Rande [Ark. 
‘ Mat. Astron. Fys. 17, Nr 9 (1922/23)]. Der Beweis ist jedoch unklar. — Ähnliche, 
auch allgemeinere Resultate sind schon früher von Junnila nach derselben Methode 
bewiesen (dies. Zbl. 15, 215). V. Paatero (Helsinki). 


Roth, Alice: Approximationseigenschaften und Strahlengrenzwerte meromorpher 
und ganzer Funktionen. Comment. math. helv. 11, 77—125 (1938). 

1. Ausgangspunkt der Verf. bildet ein Satz von T. Carleman [Ark. Mat. Astron. 
Fys. 20 B, Nr 4 (1927)], der den Approximationssatz von Weierstrass dahin ver- 
schärft, daß eine beliebige reell- oder komplexwertige stetige Funktion f(x) der reellen 
Variablen x im ganzen Intervall —oo < x << oo gleichmäßig durch eine ganze Funk- 
tion @(z) der komplexen Veränderlichen z approximiert werden kann. Verf. erweitert 
diesen Satz, und zwar einerseits dadurch, daß als annähernde Funktionen mero- 
morphe Funktionen herangezogen werden, andererseits dadurch, daß als Menge, auf 
welcher die Approximation stattfindet, eine beliebige abgeschlossene Menge vom 
Flächenmaß Null zugelassen wird: Zu jeder (beschränkten oder unbeschränkten) ab- 
geschlossenen Menge M vom Flächenmaß Null, zu jeder auf der Menge M stetigen 
Funktion f(z) und zu irgendeiner für O=r<< oo stetigen positiven Funktion &(r), 


= log] |—g(-a, |z|)), wo 


wenna = ganz ist. Die Extremalfunktion ist, falls & nicht ganz ist, eine ellip- 
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für die lim &(r) =0 sein darf, gibt es eine solche meromorphe Funktion F(z), daß 
r>%© 


auf der Menge M |F(z) — /(e)|<e(]z]) gilt. Bezüglich der Frage, welches die not- 
wendige und hinreichende Bedingung für eine abgeschlossene Menge MM sei, damit 
auf ihr die vorige Approximation gelte, zeigt Verf.: Die notwendige Bedingung, daß 
die Menge M in der Ebene nirgends dicht sei, ist nicht hinreichend. Die hinreichende 
Bedingung, daß die Menge vom Flächenmaß Null sei, ist nicht notwendig. — 2. Den 
Approximationssatz von Runge, wonach jede in einem beschränkten Bereiche ein- 
deutige und analytische Funktion dort gleichmäßig durch rationale Funktionen ap- 
proximiert werden kann und zu dem Carleman bemerkte, daß diese Approximation 
durch ganze Funktionen auch noch auf gewissen unbeschränkten Bereichen möglich 
sei, erweitert Verf. folgendermaßen: Es sei vorgelegt 1. eine Folge von paarweise 
fremden (beschränkten oder unbeschränkten) Gebieten ©,, &,, .. ., die sich nicht im 
Endlichen häufen, und eine Folge von abgeschlossenen Mengen M,, M;,.. ., wobei 
jede Menge M, im entsprechenden Gebiete ®, enthalten ist; 2. eine Folge von analy- 
tischen Funktionen f, (2), /2(z), . ... derart, daß jede Funktion f„(z) im entsprechenden 
Gebiete &, regulär und eindeutig ist; 3. eine positive Zahl e. Dann gibt es eine mero- 
morphe Funktion F (z), für welche |F(z) — f„(z)| < e auf M, und lim [F(z) — n(@)] = 0 


gleichmäßig auf M, gilt, n=1,2,... — 3. Der Wert der vorangehenden Approxima- 
tionssätze liegt vor allem darin, daß die annähernde ganze oder meromorphe Funktion 
so gewählt werden kann, daß die Differenz zwischen ihr und der gegebenen stetigen 
bzw. analytischen Funktion f(z) gegen Null strebt, wenn z in der Menge ins Unendliche 
geht. Wegen dieses Verhaltens im Unendlichen hat Verf. die gefundenen Approxima- 
tionen zum Nachweis der Existenz meromorpher Funktionen von besonderem asympto- 
tischen Verhalten herangezogen. Im Zusammenhang mit Aufgaben und Fragen bei 
Pölya und Szegö, Aufgabeu und Lehrsätze 2, Nr. 187, 8.133, behandelt Verf. 
jene meromorphen Funktionen F(z), die bei allen vom Nullpunkt ausgehenden Halb- 
geraden gegen einen endlichen oder unendlichen Grenzwert streben. Die Funktion 
Y(p) — lim F(re‘?), Strahlengrenzwert genannt, ist eine Funktion der Klasse 0 oder 1 


(d.h. Grenzfunktion einer konvergenten Folge stetiger Funktionen). Welche in 
0=9<- 2 definierten Funktionen y(@) der Klasse O oder 1 lassen sich als Strahlen- 
grenzwert einer meromorphen Funktion auffassen ? Verf. beweist: Solche und nur 
solche, deren Konstanzintervalle in O= 9 << 2% überall dicht liegen (vgl. auch Roth, 
dies. Zbl. 18, 74). Dieses Resultat bestimmt unter anderem den Typus der Verteilung 
der Juliaschen Richtungen einer meromorphen Funktion der obigen Art: Eine Menge 
von Richtungen kann dann und nur dann als Menge der Juliaschen Richtungen einer 
der betrachteten meromorphen Funktionen sein, wenn die entsprechenden vom Null- 
punkt ausgehenden Strahlen eine abgeschlossene Menge bilden, die keinen Winkel- 
raum enthält. Pfluger (Freiburg, Schweiz). 


Dufresnoy, Jaeques: Sur les valeurs exceptionnelles des fonetions m&romorphes 
voisines d’une fonetion möromorphe donnöe. C. R. Acad. Sci., Paris 208, 255—257 
(1939). 

L’aut. precise le theoreme de M. Valiron: Soit /(z) une fonction me&romorphe; 
LIE) 

r>o TAr, f@)) 
la nıesure de dimension & (€ > 0) est nulle, en excluant de l’axe des r, dans le cas de 
l’ordre infini, des intervalles de longueur totale finie. — L’aut. montre, en reprenant 
les inegalites qui conduisent au deuxieme theor&me fondamental de Nevanlinna, 
que cet ensemble exceptionnel est presque toujours vide: parmi toutes les fonctions 
I) + aa2 + aa_12@"1 + --- + a12, seules celles dont le coefficient a, appartient & 
un ensemble de mesure de dimension e (£>0) nulle donnent lieu & un ensemble 
exceptionnel de valeurs a au sens du th&or&me cite. Charles Blanc (Lausanne). 


= 1, sauf pour un ensemble exceptionnel de valeurs de a, dont 
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Dufresnoy, Jacques: Sur les fonetions möromorphes dans un angle. C. R: Acad. Sci., 
Paris 208, 718—720 (1939). 

Wenn S(r) die charakteristische Funktion einer meromorphen Funktion im 

: In. £ : 
Winkelraum | argz| < > ist, so ist S eine wachsende Funktion, nicht nur von r, sondern 
auch von az Neue Erweiterungen des zweiten Fundamentalsatzes: 
Rolf Nevanlinna (Helsinki). 

Valiron, Georges: Sur les surfaces de Riemann definies par eertaines fonetions 

entieres. ©. R. Acad. Sci., Paris 208, 711—713 (1939). 


z 
Die Note skizziert neben den Beispielen il (cosz? + cosha)dz vor allem die Kon- 
ö 


struktion der Funktionenklasse ganzer Funktionen der Ordnung Null mit sehr lang- 
samem Wachstum 


(2) - [O0)aı und (ke) = ] ] (1 — 2 0089, -- + 5) und - 1,= 4%; 
h) 2 


dabei ist A >0 sehr groß, die p, werden schrittweise auf geeignete Arten bestimmt. 
So wird es möglich, eine Art Riemannscher Flächen aufzubauen, die eine unmittelbare 
Randstelle 2. Art über w = oo haben müssen und für welche die Verteilung der .alge- 
braischen Windungspunkte im Endlichen mit Hilfe der Folge p, in weitem Umfange 
beherrscht werden kann. So kann man sie alle an ein oder endlich viele Grundblätter 
heften und dort bzw. für ihre z-Bilder erreichen, daß die Argumente [0, 272] überall 
dicht erfüllen u. a. m. Ullrich (Gießen). 


Proseiutto, Aristide: Sopra una nuova celasse di profili alari. (Firenze, 1.—83. IV. 
1937.) Atti 1. Congr. Un. Mat. Ital. 583—587 (1938). 


Durch die konforme Abbildung 3=3—:1)@— ci (&>c}) entsteht aus dem 
Kreis |2,|=c, eine Cassinische Kurve und daraus durch die Joukowskyabbildung 
© =2, + ci/z, eine S-förmige Kurve, die als Skelett für ein Profil dienen kann. Durch 
eine lineare Transformation, die die Punkte +c, fest läßt, kann man die Cassinische 
Kurve in eine andere Kurve überführen, die bei der Joukowskyabbildung in eine ge- 
wölbte S-Kurve übergeht, die sich noch besser für ein Profilskelett eignet. Ersetzt 
man die Joukowskyabbildung durch die Kärmän-Trefftz-Abbildung, so erhält man 
ein von zwei S-förmigen Kurven begrenztes Zweieck. Bildet man nicht den ursprüng- 
lichen Kreis, sondern einen diesen außen tangierenden Kreis ab, so ergibt sich eine 
als Tragflügelprofil brauchbare Kurve, die von fünf Parametern abhängt. Drei von 
ihnen bestimmen das Profilskelett, die übrigen Dicke und Hinterkantenwinkel. 

W. Mangler (Göttingen)., 

Montel, Paul: Sur ceertains eas d’univalence ou de multivalence locales. Mathe- 
matica, Cluj 14, 190—195 (1938). 

Aumann, Georg: Über lokale Ordnungseigenschaften der konformen Abbildungen. 
J. reine angew. Math. 178, 187—191 (1938). 

Es vermittele » = f(z) eine konforme Abbildung einer Umgebung von z, in die 
w-Ebene. Ist dann K eine offene z-Kreisscheibe mit schlichtem konvexem Bild X’=/(K), 
so erkläre man als Ordnung von fin K die maximale Anzahl der Komponenten von 
f{Z)N $’, wo L bzw. 8’ beliebige in K bzw. K’ gelegene Strecken sind; die Ord- 
nung O(z,) von f in 2, sei dann das Minimum der Ordnungen der Kreisumgebungen 
von 2,. Es werden nun die wirklich auftretenden homogenen Ordnungen bestimmt 
und überdies scharfe Aussagen bezüglich der Ordnungen der übrigen“ (ordnungs- 
singulären) Punkte gewonnen. Nämlich: Hat die (im z-Gebiete @) konforme © = f(z) 
in einem einzigen Punkte z, (von 6) die Ordnung 1 bzw. 2, so überall, und zwar ist 
dann und nur dann f(z) Lösung de. Differentialgleichung Dl(f)=f"=0 bzw. 
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Yy)=ff":(f’)®=r, wo r reelle Konstante und f’’ =F 0. Andernfalls ist O(z) = 
für jedes z mit Ö(f) # 0, J(P(f)) # 0. Für z mit d()+0, PM) #1, J(PM) = 
und JM) #0, wobei x) = [MP — FO: [FF — N), it O0) =. 
Genügt schließlich / keiner Differentialgleichung x(f) = R('P(f)), wo R(y) analytisch 
und reell für reelles y, so liegen die z mit O(@)>5 isoliert. Am Schlusse wird die 
Einordnung in ein Problem im euklidischen R, auseinandergesetzt, bei welchem die 
Ordnung definiert ist vermittelst des Durchschnittes eines 2-dimensionalen Flächen- 
stückes mit den 2-dimensionalen linearen Mannigfaltigkeiten einer 4-parametrigen Schar. 
Haupt. (Erlangen). 

Teichmüller, Oswald: Untersuchungen über konforme und quasikonforme Abbil- 
dung. Deutsche Math. 3, 621—678 (1938) u. Berlin: Habilitationsschrift 1938. 

In deutlicher und leicht faßlicher Darstellung gibt der Verf. eine Reihe von wich- 
tigen Beiträgen zur Theorie der Verzerrung bei konformen und quasikonformen Ab- 
bildungen. Die angewandten Methoden schließen sich dem Verfahren von Ahlfors 
und Grötzsch an. Im Mittelpunkt der Untersuchung steht der Begriff des Moduls 
für ein Ringgebiet. Der Modul wird definiert als der Logarithmus des Verhältnisses 
der Radien desjenigen konzentrischen Kreisringes, auf welchen das Ringgebiet ein- 
eindeutig und konform abbildbar ist. — Nach der Darstellung gewisser, zum Teil 
bekannter Hilfssätze in $$ 1, 2 wird in $ 3 die konforme Abbildung eines Kurven- 
vierecks untersucht. Hier kommt der Verf. zu einem neuen Beweis des Ahlforsschen 
Verzerrungssatzes, der außerdem in neuer, scharfer Fassung gewonnen wird. $ 4 ent- 
hält einen interessanten Satz über nahezu kreisringförmige Ringgebiete.(der „Modul- 
satz‘‘), und hieraus werden durch einen Grenzübergang ($ 5) einige Verzerrungssätze 
abgeleitet, die in verschärfter Form gewisse von Ahlfors gegebene Beziehungen in 
der Theorie der Riemannschen Flächen mit endlich vielen logarithmischen Enden 
enthalten. — $6 gibt Sätze über die Erhaltung des ‚Typus‘ bei quasikonformer Ab- 
bildung. Als Anwendung wird zuletzt ($ 7) ein hinreichendes Kriterium für das Ein- 
treten des hyperbolischen Falles bei einer gewissen einfachen Klasse von Riemann- 
schen Flächen aufgestellt, die über endlich vielen Grundpunkten logarithmisch ver- 
zweigt sind. Obwohl diese Flächenklasse speziell ist, ist das Resultat von wesentlicher 
Bedeutung. Es enthält eine Aussage in einer Richtung, in welcher, außer dem zweiten 
Hauptsatz der Wertverteilungstheorie, bis jetzt nur wenig bekannt ist, und erlaubt 
u.a. die vom Ref. ausgesprochene Vermutung zu widerlegen, daß der Wert 2 für die 
sog. mittlere Verzweigtheit einer Riemannschen Fläche bei hyperbolischen Flächen 
‚ausgeschlossen wäre. Rolf Nevanlınna (Helsinki). 

Ostrowski, Alexander: Zur Randverzerrung bei konformer Abbildung. Prace mat.- 
fiz. 44, 371—471 (1937). 

Verf. untersucht das asymptotische Verhalten der konformen Abbildung zweier 
einfachzusammenhängender Gebiete aufeinander in der Nähe zugeordneter erreichbarer 
Randpunkte sowohl nach Richtungen wie nach Abständen und gibt für beides 
Sätze, die nach Inhalt und Beweismethode weit über das Schrifttum hinausgehen. 
Der inhaltliche Fortschritt liegt in der Verallgemeinerung der Annahmen über die 
Randstruktur in der Nähe der zugeordneten Punkte wie in der Einführung von offen- 
bar sehr geeigneten Hilfsbegriffen, wie dem faltenfreien Kern u.a. Als Methode 
tritt neben die unmittelbare Anwendung des Poissonschen Integrals, das Verf. 
schon früher benutzt hat (dies. Zbl. 12, 25) und dessen Gebrauch hier erfolgreicher 
gestaltet werden kann, die harmonische Maßtheorie; ihr Vorteil liegt darin, daß 
sie auch bei verwickelteren geometrischen Verhältnissen tragfähig bleibt, ohne die 
Beweise im Ablauf wesentlich zu ändern. Nur die Beschreibung der Randstruktur 
wird umfangreicher. 

Bezeichnungen: Zugeordnete Elemente in beiden Ebenen seien mit entsprechenden 
griechischen und lateinischen Typen benannt: die Veränderlichen mit £, z, die Gebiete mit 7, @, 


die erreichbaren zugeordneten Randpunkte über oo mit &%, 2%, die Abbildungsfunktionen 
mit &=g(z) und z= f(£). Nach Wahl je eines Polarkoordinatenursprungs £,,2, (nicht in 


3 
1) 
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den Gebieten) werden die Funktionen arg(£ — £,) und arg(z — z,) in die Randpunkte stetig 
fortgesetzt, was z.B. bei nichtpunktförmigen Primenden eingehend auszuführen ist. Die 
Kreisbogen von |z| = r in @ seien K, und K, ihre ö-Bilder. Die Bogen von |£| = ein T’'seien 0, 
und 7, ihre z-Bilder. @ wird auch normiert und durch die rechte Halbebene H, oder den 
Streifen 8, ersetzt |$w| < 3. Ein Jordanbogen in 7‘, oder ein Randbogen von I}, der nach £, 
mündet, habe die Grenzrichtung «a, wenn auf ihm, nach stetiger Ergänzung, arg(£ — &) > «& 
strebt. Mit A bezeichnen wir eine Jordankurve, für die die Grenzrichtung A existiert — und 
entsprechend Z mit 2 in der z-Ebene. — Kapitel I studiert mit Hilfe des Poissonschen 
Integrals die Zuordnung T’«>S$, an Hand der beschränkten harmonischen Funktion 
D(w) = arg(l(w) — £,). Eine Kette von Sätzen mit bekanntem Kern führt zu folgender Aus- 
sage: Ist die Abbildung längs zweier Jordankurven A, konvergenzerhaltend (auch deren 
Bilder L, zeigen Grenzrichtungen /,; Verf. sagt ‚konform längs A,“), so gilt das für alle A, 
und die Grenzrichtungen transformieren sich linear 2 = a4 +b;a = 1 ist Winkeltreue, a #1 
Winkelproportionalität, a = 0 Spitzenabbildung im Unendlichen. Winkeltreue tritt dann und 
nur dann ein, wenn I’keinen Winkelraum der Öffnung zz + &, wohl aber für jedes e > 0 einen 
der Öffnung rn — & enthält. Das alles hängt nur an der Struktur von I’ nahe bei £; die Ab- 
bildung ist asymptotisch (für a + 0) eine Potenztransformation 

Aa—hı 


I) 3er 2 
9@) \z 
(e(z,2’)—>0, wenn 2,2’ im Winkel Jargz| < rn — ö nach z,, gehen). Für A, # A, gilt im 


Winkel argp’(z) — arg? &) —0, woraus Schlüsse auf die Existenz von limargo’(z) sowie die 


der Winkelderivierten lim@(z)/z möglich sind. — Kapitel II entwickelt die harmonische 
Maßtheorie mit Hilfe des Prinzips von der Gebietserweiterung und des Millouxschen Satzes 
in scharfen Fassungen und mit genauer Konstante und gewinnt dabei als Träger für den 
Beweis des folgenden Hauptsatzes die Aussage: Ein Gebiet @ habe oo nicht als inneren Punkt; 
seine Randpunktmenge in und auf |2|<g heiße y,; dann wird in jedem Punkt 2’ außerhalb 
dieses Kreises das harmonische Maß w(z’, y., @) abschätzbar 
2 . 2ylz7le '@ 
al, yo) = Ei era = 23V 
und = nur in einem erfaßbaren einfachen Fall. Das führt zum Hauptsatz über die Winkel- 
proportionalität: Z’habe einen erreichbaren Randpunkt $., derart, daß die Grenzrichtungen 
aller Jordankurven A — £ in I' genau das Intervall (y,, y,) erfüllen. Dann ist notwendig 
und hinreichend, damit die Abbildung 7 <> H, mit 6% «<> 20 winkelproportional sei, 
die Existenz zweier Punktfolgen bzw. auf den Randstücken P® — {. derart, daß 
to I: al) =12 

gilt. Danach brauchen die Randbogen P® von I’ zwar nicht selbst Jordankurven zu sein 
und nicht selbst Grenztangenten zu haben, sie müssen aber mit Kurven dieser Art eine ge- 
nügend dichte Punktmenge gemein haben. (Vgl. auch nachsteh. Ref. sowie Voranzeige, dies. 
Zbl. 14, 120.) — Kapitel III dienv dem Studium der Abbildungsfunktionen in bezug 
auf die absoluten Beträge unter Zuordnung der positiv reellen Achsen im oo und An- 
nahme von Winkeltreue (bzw. -proportionalität). Dazu werden die oben erklärten K,,K,, 
00, T, herangezogen. I’ wird zerlegt in den faltenfreien Kern /’*, die Vereinigungsmenge 
aller offenen Kreisbogen auf |Ö| = og von £ = o beiderseits bis zum ersten Randpunkt von J', 
und die Restmengen, die durch wohlbestimmte Kreisbogen abgetrennten Hauptfalten. 
(Nebenfalte heißt ein Teilgebiet von 7, das & = 0 ausschließt und durch einen beliebigen 
Kreisbogen |£| = o abgetrennt wird.) Dann gelten für die Bildbogen K, der Kreise X, nach 
Abbildung 4,— T’ die Ungleichungen a) 1—e<|p(2):p(r)| <1-+ e für jedes e> 0 und 
r > R,, wenn o(z) überhaupt in den faltenfreien Kern fällt. Fällt es dagegen in eine Falte, 
die durch einen Kreisbogen vom Radius o und Zentriwinkel # von I’ getrennt wird, so gilt 
b)e #?<|p(e):o| < e*k® mit k=} +3 (absolute Konstante). In der umgekehrten Rich- 
tung der Abbildung 7’— AH, sei jedem Punkt £ ein Radius o; zugeordnet, gleich || für Punkte 
des faltenfreien Kerns, gleich dem Abtrennradius für Punkte von Hauptfalten; dann gilt 
f(&): f(o&g)| > 1, wenn Z in T’ oder auf dessen Rand gegen . strebt. Das asymptotische 
Verhalten der Abbildung kann so eng auf das Abbildungsverhalten auf den zugeordneten 
positiv reellen Achsen, also auf die „Gebietsmitten‘“ zurückgeführt werden. (Voranzeige: 
dies. Zbl. 14, 166.) Ullrich (Gießen). 

Gattegno, Caleb: Nouvelle d&monstration d’un th&or&me de M. Ostrowski sur la 
representation conforme au voisinage d’un point frontiere. Bull. Sci. math., II. s. 62, 
12—21 (1938). 

Zum Beweise von Ostrowskis Hauptsatz über die Winkelproportionalität (vgl. 
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vorsteh. Ref.) schlägt Verf. den Weg über das Dirichletsche Integral ein und ver- 
meidet die Begriffsbildungen der harmonischen Maßtheorie. Ullrich (Gießen). 

Tornehave, Hans: Gönöralisation de la formule de Jensen aux fonetions analytiques 
de plusieurs variables. C. R. Acad. Sci., Paris 208, 784—786 (1939). 

Eine der (verschiedenen möglichen) Übertragungen der Jensenschen Formel auf 
Funktionen mehrerer Veränderlicher. Sei /(s) = f(sı; - - - $m) (, = 0%, + it,) in allen 
Veränderlichen periodisch mit der Periode 2rri und regulär für alle (£) und für 
(0) = (0), .. ., 0m) in einem Gebiet 2. Dann ist 

2n 2n 


1 
OR am fleeirolanı... dem 
u ) 
stetig und konvex. Ferner ist | 


1 H 1 fg E23 
me FE | edplol-di =, (5 + + 5) dor ... dom. 
& 


Darin bedeutet Z ein mit seinem als glatt vorausgesetzten Rande in (2 gelegenes Ge- 
biet, F(E) der „Flächeninhalt‘‘ des in Z gelegenen Teils der Nullstellenfläche von 
/(s), df das vektorielle Flächenelement des Randes von EZ. Kein Beweis. Der Satz 
dient Untersuchungen über trigonometrische Polynome und fastperiodische Funktionen. 
H. Kneser (Tübingen). 

Oka, Kiyosi: Sur les fonetions analytiques de plusieurs variakles. III. Deuxiöme 
probleme de Cousin. J. sci. Hirosima Univ. A 9, 7—19 (1939). 

Man sagt: In einem Bereiche ® des Raumes der komplexen 2,,...,2„ gilt die 
Aussage Cousin II (das Analogon zum Weierstrassischen Produktsatz), wenn es zu 
beliebig vorgegebenen regulären Lokalfunktionen f,(2,, ...,2) — die der Verträglich- 
keitsbedingung genügen — stets eine in ganz ® reguläre Funktion F(z,,...,2„) gibt, 
welche genau die durch die f, vorgeschriebenen Nullstellen hat. Im Gegensatz zu 
der Aussage Cousin I (Analogon zum Satze von Mittag-Leffler) gilt nicht in jedem 
Regularitätsbereich Cousin II; so schon nicht in Zylinderbereichen, bei denen mehr 
als eine Projektion mehrfach zusammenhängend ist. Verf. beweist nun aber: Wenn 
es in irgendeinem endlichen und schlichten Regularitätsbereich ® zu den durch analy- 
tische Lokalfunktionen f, vorgeschriebenen Nullstellen eine stetige Lösungsfunktion 
in 3 gibt, dann gibt es auch eine reguläre Funktion F in ®, die genau diese Null- 
stellen hat. Stetige Lösungsfunktionen gibt es dann und nur dann, wenn die vor- 
gegebenen Nullstellen auskehrbar (balayable) sind. (II. vgl. dies. Zbl. 17, 122.) 

Behnke (Münster i. W.). 

Nisigaki, Hisami: Zur Theorie der Quaternionenfunktion. Töhoku Math. J. 45, 
73—102 (1938). 

Unter einer Quaternionenfunktion Y = F(X) über dem Körper der reellen Zahlen 
versteht der Verf. eine Funktion der unabhängigen Veränderlichen 

X = 2pig + Zıtı + Lolg + gig 
und der abhängigen Veränderlichen 

Y=Yolot Yılıt Yalat Yalzs 
wobei die %Y;(2g, &1, %g, 23) reell analytische Funktionen und die i; die Hamiltonschen 
Quaternioneneinheiten sind. Es werden die Quaternionenfunktionen der Klasse GC, 
untersucht (s. auch dies. Zbl. 18, 154), das sind die Funktionen mit der Integral- 
darstellung F(X) = [U(X)aX v(Rx). 
Verf. zeigt, daß jede dieser Funktionen als linear gebrochene Funktion in X darstell- 
bar ist. Schließlich werden geometrische Eigenschaften dieser F(X) aufgewiesen. 

Behnke (Münster). 


